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Моему  учителю  
Александру Ивановичу Степанцу 

посвящаю 
 
 
 

ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Результаты, представленные в монографии, относятся главным об-
разом к исследованию вопросов обобщенной сильной суммируемости 
разложений Фурье и Фабера. Исследуются экстремальные задачи 
сильной аппроксимации функций действительного и комплексного 
переменных соответствующих этим разложениям на различных клас-
сах функций. В книге также рассматривается круг вопросов, связан-
ных с сильной аппроксимацией функций многих действительных и 
комплексных переменных и интегралов типа Коши.  

В последнее время наблюдается заметная активность в изучении 
многих вопросов теории сильной аппроксимации и суммируемости 
рядов Фурье по различным ортонормированным системам функций. 
Данная тематика берет свое начало в известных работах профессоров 
Кембриджского университета Г. Харди и Дж. Литтлвуда [150-154] и 
вот уже более века находится в центре внимания ведущих математи-
ков всего мира. Часть ранних исследований изложена в книгах Н.К. 
Бари [5], А. Зигмунда [35], Г. Алексича [1]. Некоторые более поздние 
результаты отражены в книгах Л. Лейндлера [67], Б.С. Кашина и А.А. 
Саакяна [36], С.Б. Топурия [134], А.И. Степанца [106, 112] и др. В эту 
книгу включены только те результаты, к получению которых автор 
имеет самое непосредственное отношение, в том числе результаты, 
полученные  в совместных работах с А.И. Степанцом. Исключение 
составляет последний параграф книги. 

В первой главе монографии содержатся результаты о метрических 
свойствах интегрируемых по Лебегу функций и точечных множеств 
действительной оси. Вводится определение ортогональных систем 
функций, обладающих так называемым В-свойством и приводятся 
достаточные условия для того, чтобы та или иная система функций 
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обладала В-свойством. На основе полученных результатов охаракте-
ризованы множества точек полной меры на отрезке, в которых имеет 
место сильная суммируемость рядов Фурье интегрируемых с весом 
функций по равномерно ограниченным системам функций полиноми-
ального вида. 

Вторая глава начинается с исследования аппроксимационных ха-
рактеристик α-средних последовательности отклонений сумм Фурье в 
метрике обобщенного пространства Гёльдера. Далее устанавливаются 
аппроксимационные свойства величин α-средних последовательности 
߮-отклонений сумм Фурье на классах функций, введенных и иссле-
дованных  в 80- 90 годах XX столетия А.И. Степанцом и его учени-
ками, а также доказываются некоторые обратные теоремы сильной  
аппроксимации на этих классах функций. В конце главы устанавли-
ваются необходимые или достаточные условия принадлежности ве-
личин, характеризующих сильную суммируемость  рядов Фурье, к 
лебеговым классам функций в терминах коэффициентов Фурье. 

Третья глава посвящена установлению многомерных аналогов не-
равенств типа Лебега, а также неравенств для средних Валле-Пуссена 
последовательности φ-отклонений на классах ത߰-дифференцируемых 
(в смысле А.И. Степанца) функций многих переменных в равномер-
ной и интегральной метриках. В этой же главе находится асимптоти-
ка приближения функций линейными средними их кратных рядов 
Фурье на таких классах функций.  

Некоторые вопросы скорости сильной аппроксимации аналитиче-
ских функций и интегралов типа Коши частичными суммами их ря-
дов Фабера в областях с кусочно-гладкой границей и областях Фабера 
комплексной плоскости изучаются в четвертой главе. 

В эту книгу не включены результаты автора и других математи-
ков, посвященных исследованию аналогичных и других вопросов 
сильной суммируемости рядов Фурье-Лапласа функций, заданных на 
многомерной сфере.  

Необходимые сведения из теории рядов Фурье и аппроксимации 
функций приводятся в тексте по мере их использования. 

Результаты, вошедшие в книгу, обсуждались на научных семина-
рах в Институте математики НАН Украины, в Абхазском государст-
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венном университете, в Киевском и Днепропетровском национальных 
университетах, в Московском государственном университете. При-
ношу глубокую благодарность руководителям этих семинаров А.И. 
Степанцу, А.С. Романюку, Ю.С. Самойленко, А.А. Гварамия, Н.Л. 
Пачулиа, И.А. Шевчуку, В.П. Моторному, В.Ф. Бабенко, М.Ф. Тима-
ну, Б.С. Кашину, М.И. Дьяченко, С.В. Конягину, Б.И. Голубову, а 
также коллегам принимавшим участие в обсуждении. 

В заключение хочется выразить искреннюю благодарность и при-
знательность моему учителю Александру Ивановичу Степанцу, ныне 
покойному, который поставил передо мною ряд очень важных и ин-
тересных задач и во время наших бесед и обсуждений получаемых 
результатов своими советами, замечаниями  и пожеланиями оказал 
мне неоценимую помощь.  

 
Р. Ласурия 
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СПИСОК ОСНОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 
 
df – по определению; 
Ø – пустое множество; 

 – элемент  принадлежит (не принадлежит) 
множеству А;  

 – объединение (пересечение) множеств А и В;  
BA \  – разность множеств А и В; 
BA⊂  – множество А содержится в множестве В; 

Asup  – точная верхняя грань множества А; 

 – квантор общности:  “для любого”, “для каждого”; 
 – квантор существования: “существует”, “найдется”; 

N – множество натуральных чисел; 
Z – множество целых чисел; 
Z+ – множество целых неотрицательных чисел; 
R – множество действительных чисел; 
Rm – m-мерное евклидово пространство; 
Z m – целочисленная решетка в Rm; 
Т m – куб периодов; 

– множество выпуклых убывающих к нулю последователь-
ностей чисел; 

 

; 

( )AxAx ∈/∈  x

( )BABA ∩∪  
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⎨

⎧
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Xx  – норма элемента х в линейном нормированном простран-

стве Х; 
{ }xPx :  – совокупность элементов х, обладающих свойством xP ; 

E  – лебегова мера множества Е; 

( )mTC , ( )m
p TL , ( ) ( ) ( ) ( )( )ppp LLTLCCTC ==== ππ 2,0,2,0 11  – 

пространства периодических функций с соответствующей метри-
кой; 
( )( )ELp
ω  – пространство функций, заданных на множестве Е, 

суммируемых в р-й степени с весом ( )⋅ω  с соотвествующей мет-
рикой;  

( )π
ωω

2,0** HH =  – обобщенное пространство Гёльдера; 

( )mRB  – алгебра преобразований Фурье конечных борелевых 

мер на mR ; 
( )tfess

bta ≤≤
sup  – существенная верхняя грань функции ( )tf  на 

[ ]ba, , т.е. наименьшее из чисел RN ∈ , для которых неравенство 

( ) Ntf >  выполняется на множестве меры нуль; 

ఉܥ  
టॉ,ܮటഥ ॉ – классы ψ -дифференцируемых перодических функ-

ций (классы ψ -интегралов); 
[ ]fS  – ряд Фурье функции ( )xf ; 

[ ]µfS  – частный ряд Фурье функции ( )mTLf ∈ ; 

( )Xn fE  – наилучшее приближение функции f тригонометриче-
скими полиномами в пространстве Х; 

( )Xk tf ;ω  – модуль непрерывности k-го порядка функции f в 

пространстве Х, ( ) ( )tftf kCk ;; ωω = , ( ) ( )tftf C ;;1 ωω = ; 
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( )ΓC , ( )ΓpL  – соответственно, пространства непрерывных и 
суммируемых в р-й степени функций комплексного переменного, 
определённых на кривой Г; 

( )zKf  – интеграл типа Коши; 
( )( ) ( )( )zfTzfT Ω=  – оператор Фабера. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Пусть  – пространство суммируемых на  -
периодических функций,  – пространство непрерывных 

-периодических функций  с нормой 

, 

, , – пространство -периодических 

суммируемых на  в р-й степени функций , в котором 
норма определяется равенством 

, , 

 – пространство -периодических существенно ограни-

ченных функций  с нормой 

. 

Если , то справедливы включения  

. 

Пусть  и  

          (В.1) 

– её ряд Фурье, , , , 

, – её коэффициенты Фурье  

( )π2,0LL = ( )π2,0 π2
( )π2,0CC =

π2 ( )xf

( )xff
xC max=

( )π2,0pp LL = ∞<≤ p1 π2
( )π2,0 ( )xf

( )
p

p
pL dxxfff

p

12

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∫

π

LL
df
=1

ML =∞ π2
( )xf

( )xfessff
x

ML sup==
∞

∞<′<< pp1

LLLMC pp ⊂⊂⊂⊂ ′

Lf ∈

[ ] ( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

=++=
1 0

0 ;sincos
2 k k

k

df

kk xfAkxbkxaafS

( )faa kk = ,...2,1,0=k ( )fbb kk =
,...2,1=k
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                            (В.2) 

– частичная сумма Фурье порядка  ряда (В.1). 

                                  (В.3) 

– наилучшее приближение  посредством тригонометрических 
полиномов порядка не выше . 

Как аппарат приближения непрерывных функций суммы Фурье 
(В.2) заняли достойное место ещё в период становления теории при-
ближения, в особенности после того, как в 1909 году А. Лебегом [63] 
было показано, что и  

. 

В сочетании с известными теоремами Д. Джексона об оценках ве-
личин  это неравенство не теряет своего значения и в на-
стоящее время. На всем классе С оно является точным по порядку и 
удобно в приложениях, в том числе в теории сильной аппроксимации. 

Столь хорошие аппроксимационные свойства сумм Фурье (В.2) – 
традиционного предмета исследований теории рядов Фурье – поста-
вили их в ряд важнейших объектов теории приближения и сильной 
аппроксимации функций. 

Ещё в 1876 году Дюбуа Реймонд [29] показал, что существуют не-
прерывные функции, ряды Фурье которые расходятся в некоторых 
точках. Позже А.Н. Колмогоровым [37, 38] (см., также, [141]) было 
установлено существование суммируемых функций, ряды Фурье ко-
торых расходятся всюду. В связи с этим естественно встает вопрос о 
способе восстановления функции  по её ряду Фурье (В.1). Пер-
вый результат в этом направлении принадлежит Л. Фейеру [144], ко-
торый показал, что  имеет место равенство 
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                                                 (В.4) 

равномерно по х на сегменте , где 

,  

– средние арифметические сумм Фурье, получившие название сумм 
Фейера или (С,1) – средние ряда . 

Соотношение (В.4) может быть записано в виде  

,                                         (В.5) 

где под о(1) понимается величина, стремящаяся к нулю при . 
В 1905 году А.Лебег [62] при исследовании (С,1) – средних ряда 

 показал, что соотношение (В.5) выполняется для любой функ-
ции  в каждой точке х, в которой  

,                                          (В.6) 

при р=1, т.е. почти всюду. Впоследствии эти точки получили назва-
ние р-точек Лебега. 

Более общую ситуацию, а именно, случай -средних 
, рассматривали Г. Харди [154] и М. Рисс [88]. 

Г. Харди и Дж. Литтлвуд [150] поставили следующий вопрос: бу-
дет ли для всякой функции  выполнятся более сильное, чем 
(В.5) соотношение 

,                                      (В.7) 

( ) ( )xfxfnn
=

∞→
;limσ

[ ]ππ ,−

( ) ( )∑
−

=

=
1

0
;1;

n

k
kn xfS

n
xfσ ...,2,1=n

[ ]fS

( ) ( )[ ] ( )1;1 1

0
оxfSxf

n

n

k
k =−∑

−

=

∞→n

[ ]fS
Lf ∈

( ) ( )∫
+

→
=−

hx

x

p

h
dtxftf

h
01lim

0

( )α,С
( )0>α

Lf ∈

( ) ( ) ( )∑
−

=

=−
1

0
1;1 n

k
k оxfSxf

n



Введение 

 

14 | Р . А . Л а с у р и я  

 

или ещё более общее соотношение 

,                                      (В.8) 

где q – некоторое положительное число? 
Если выполнено соотношение (В.8), то говорят, что ряд Фурье 

(В.1) сильно суммируем с показателем q или  – суммируем в 

точке х к значению . 
Из известного неравенства для средних ([153, с. 41]) 
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где , , следует, что  – суммируемость 

влечет  – суммируемость и поэтому соотношение (В.8) дает 
тем более сильный результат, чем больше q. Ясно также, что из (Н, 1) 
– суммируемости вытекает (С, 1) – суммируемость. (Н, 1) – сумми-
руемость показывает, что среднее значение для 

 стремится к нулю не за счет взаимно-
го уничтожения положительных и отрицательных членов, а за счет 
того, что индексы k, для которых величина  велика, доста-
точно редки. 

Сначала Г. Харди и Дж. Литтлвуд [150-152] показали, что если 
 суммируема в р-й степени,  и , то (В.8) имеет 

место в каждой её р-точке Лебега, т.е. почти всюду, при любом 
. Ими же было установлено, что при  это утверждение 

теряет силу, точнее они показали, что существует функция 
, , для которой соотношение (В.8) может не вы-

полнятся в её точках Лебега ни при каком . Тем не менее в 
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1939 году Й. Марцинкевичем [72] в случае , а в 1941 году А. 
Зигмундом [33]  было доказано, что соотношение (В.8) имеет 
место почти всюду для любой функции , причем последним 
была показана справедливость (В.8) почти всюду и для сопряженного 
ряда. Таким образом, множество  точек, в которых выполняет-

ся (В.8) и множество точек Лебега данной функции в общем случае 
не совпадают, хотя их меры одинаковы. Поэтому, естественно возни-
кает задача о характеризации точек множества . Существен-

ные результаты в этом направлении получил О.Д. Габисония [14]. Он 
впервые охарактеризовал множество точек полной меры, входящих в 

, , , и ввёл в рассмотрение величину 
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где , и показал, во-

первых, что для любой  почти всюду 

, ,                                           (В.11) 

и во-вторых справедливость (В.8) при  в каждой точке х, в 

которой выполняется (В.11) при , т.е. почти всюду. Им же в 
[14] установлено, что если , , то равенство (В.11), при 

, выполняется во всех р-точках Лебега. Затем И.Я. Новиков и 
В.А. Родин [77] распространили результат О.Д. Габисония на случай 
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 – суммируемости: если  и , то (В.8) имеет ме-

сто в каждой точке х, в которой выполняется (В.11) при . 

Впоследствии постановка задачи расширилась в различных на-
правлениях, в частности, в том направлении, что вместо выражений 
(В.8) рассматривались функционалы вида 

( ) ( ) ( ) ( )( )∑
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характеризующие -сильную суммируемость рядов Фурье, где 
 – произвольная последовательность неотрицательных 

функций, зависящих от какого-либо параметра , V – множест-
во чисел действительной оси, , имеющее хотя бы одну пре-
дельную точку ,  – произвольная неотрицательная 
функция, заданная на множестве действительных неотрицательных 
чисел. Величины (В.12) называются -средними последовательно-
сти -отклонений функции  суммами Фурье или -
сильными средними -методов суммирования рядов. Если 

, , то будем говорить о сильных средних с показа-
телем q. В случае V N, 1=m , 

 

величины (В.12) ввёл в рассмотрение В. Тотик [137].  
Приведем следующее определение, обобщающее определение 

 – суммируемости. Будем говорить, что ряд Фурье (В.1) -

сильно суммируем методом  в точке х к значению , если  
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.                                 (В.13) 

В. Тотиком [81] была сформулирована гипотеза о -сильной 
суммируемости почти всюду методом средних арифметических ряда 
(В.1), где : если , то почти всюду 

,                                         (В.14) 

,                                         (В.15) 

где ,  – функция, сопряженная с 

,  –сопряженная частная сумма.  
В работе [81] К.И. Осколков установил -сильную суммируе-

мость почти всюду ряда Фурье и сопряженного ряда суммируемой 
функции, когда ( )uϕ  является N-функцией с главным членом 

( )uu lnln/exp . 
Положительный ответ на гипотезу В. Тотика дали Л.Д. Гоголадзе 

[20], В.А. Родин [89, 91]: если непрерывная возрастающая функция 
 с  такова, что 

, ,                                           (В.16) 

то почти всюду имеют место равенства (В.14) и (В.15).  
В.А. Родиным эти факты установлены на основании того, что опе-

раторы, являющиеся мажорантами сильных средних рядов Фурье по 
тригонометрической системе, имеют слабый тип (1.1). Более того, им 
показано, что, если ܮఝሺሾ0,1ሿሻ пространство Орлича с М-функцией 
expݑ െ 1, то ܮఝሺሾ0,1ሿሻ обладает экстремальным свойством в классе 
симметричных пространств. 
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Г.А. Карагулян показал, что условие (В.16) необходимо для того, 
чтобы (В.14) и (В.15) выполнялись  почти всюду, точнее: если непре-
рывная возрастающая функция  с  такова, что 

, 

то существует  для которой  

 

почти всюду. 
Здесь же отметим, что аналогичные результаты по некоторым дру-

гим ортонормированными системами функций, в частности, по сис-

теме Уолша были получены Ф. Шиппом [101] , 

В.А. Родиным [89, 93] . 
ϕ -сильная суммируемость тригонометрических рядов Фурье 

функций pLf ∈ , 1>p , в их точках Лебега изучалась в работе Н.Л. 

Пачулиа [84, 86]. 
В случае кратных тригонометрических рядов Фурье Й. Марцинке-

вич [73] показал, что: если суммируема на кубе перио-

дов , 

, то  почти всюду справедливо ра-
венство  

,                               (В.17) 
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, , , 
в котором предел понимается по Прингсхейму (по прямоугольникам). 

В 1977 году Л.Д. Гоголадзе [17], а затем О.Д. Габисония [15] и 
В.А. Родин [90, 93] различными методами усилили теорему Марцин-

кевича, которые показали, что: если  суммируема на 

, то (В.17) выполняется почти всюду . При этом О.Д. 
Габисония и В.А. Родин показали, что многомерный аналог соотно-

шения (В.11) имеет место почти всюду, когда функция 
интегрируема (условие неусиляемо), тем самым охарактеризовали 
точки  – суммируемости кратных тригонометрических рядов 

Фурье. Условие интегрируемости для выполнения 
(В.17) также является точным [17]. М.И. Дьяченко установил отсут-
ствие сильной суммируемости даже по кубам в классе . Точ-

ность условия  имеет место и для ограниченной 
сильной суммируемости ([90, 93]). 

Интересным также является тот факт, что вводя ограничения на 
поведение целых чисел  при их стремлении к  условие интегри-

руемости  в двумерном аналоге (В.11) нельзя заменить на 

требование интегрируемости функции , а именно, имеет место 
следующее утверждение, принадлежащее С.В. Конягину [39]: суще-
ствует интегрируемая функция и множество положительной меры 

 такие, что  

 

для любого . 
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В то время как вопросы поточечного представления суммируемых 
периодических функций в смысле соотношений (В.8) или (В.14) на 
множестве полной меры изучены довольно глубоко, аналогичные во-
просы в отношении ортогональных разложений суммируемых функ-
ций по системам общих алгебраических полиномов или более общо 
по так называемым системам полиномиального вида ([1, с. 183]) изу-
чены недостаточно. 

Более того, при исследовании вопроса представления произволь-
ной суммируемой с весом функции на множестве полной меры 
-средними её ряда Фурье по общей системе алгебраических полино-
мов (аналог теоремы А.Лебега) обнаружились определённые трудно-
сти (проблема Г. Алексича[1, с. 289]). В этом направлении первые 
результаты для определенного класса систем ортогональных алгеб-
раических полиномов получены Б.П. Осиленкером [79]. В качестве 
следствия основных результатов главы I данной книги приводится 
вполне исчерпывающее решение проблемы Г. Алексича (см., также 
[44],[114, 115], [117]). 

Отметим, что к системам функций  полиномиального вида, кроме 
алгебраической, относятся тригонометрическая система, системы 
Хаара и Уолша [3] и др.  

Как показывает пример тригонометрической системы, в общем 
случае нельзя надеяться, что соотношение (В.8) для системы функций  
полиномиального вида имеет место в каждой точке Лебега функции 

. По-видимому, первый результат в отношении характеризации 

точек  – суммируемости рядов Фурье функций , 

, был получен К. Тандори [128]. Однако множество точек, 
удовлетворяющих его условию не имеет полной меры ([129]). Аналог 
теоремы Харди и Литтлвуда относительно  – суммируемости 

для , , в случае ортогональных алгебраических поли-

номиальных разложений установлен К. Тандори в работе [127]. 
Величины вида (В.12) могут выступать в качестве аппроксимаци-

онной характеристики функции f и являться в известном смысле ме-
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рой скорости сходимости её ряда Фурье . Вопросам скорости 
сходимости этих величин на различных классах как периодических 
так и непериодических функций посвящены  работы Г.Алексича [1], 
Г.Алексича и Д. Кралика [2, 3], Л. Лейндлера [64, 66, 67], В. Тотика 
[137, 138], Л.Д. Гоголадзе [18, 19], А.И. Степанца и Н.Л. Пачулиа 
[118, 119], Н.Л. Пачулиа [82, 83, 85], А.И. Степанца[106, 111, 112] и 
др.  

Так, в частности, В. Тотиком [137] установлено, что для  – силь-
ных средних Валле-Пуссена справедливо неравенство  

,                                     (В.18) 

где  – величина, равномерно ограниченная по  и 
, ,  – множество неотрицательных непрерыв-

ных и неубывающих на  функций, удовлетворяющих услови-
ям  

 , , 
 , 

 и b – положительные постоянные, независящие от u, 

 – величина наилучшего приближения, определяемая равен-
ством (В.3). 

Неравенство (В.18) в случае  показывает, что сильные 
средние типа Валле-Пуссена имеют порядок наилучших приближе-

ний. Л.Д. Гоголадзе [18] , затем и Н.Л. Пачулиа 
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ГЛАВА I 
СИЛЬНАЯ СУММИРУЕМОСТЬ ОРТОГОНАЛЬНЫХ  

РАЗЛОЖЕНИЙ 
 

Данная глава содержит результаты о метрических свойствах ин-
тегрируемых по Лебегу функций и точечных множеств действитель-
ной оси. Дается определение ортогональных систем функций, обла-
дающих так называемым В-свойством и приводятся достаточные ус-
ловия для того, чтобы та или иная система функций обладала В-
свойством. На этой основе охарактеризованы множества точек пол-
ной меры на отрезке, в которых имеет место сильная суммируемость 
рядов Фурье интегрируемых с весом функций по равномерно ограни-
ченным ортогональным системам функций полиномиального вида.  

 
§1.1. Метрические свойства суммируемых функций и  

точечных множеств. 
 

Пусть ( )xf  – функция, суммируемая на конечном интервале 
( )ba,  с весом ( ) ( ) ( )( )baLfx ,ωω ∈ . Всюду далее ( )xω  суммируема на 
( )ba,  и почти всюду ( ) 0>xω . Если ( ) 1≡xω , то вместо ( ) ( )baL ,ω  
будем писать ( )baL , . 

Введём в рассмотрение величину ( ) ( )xfh sn ;,
ω , характеризующую 

локальные метрические свойства функции ( )xf  в точке х, которая 
эквивалентна величине ( )xfsn ;,Γ  (см. В.10) в том смысле, что соот-
ношения (В.11) и  

( ) ( ) 0,lim , =
∞→

xfh snn

ω  при ( ) 1≡xω                                  (1.1) 

могут выполняться только одновременно. 
Ниже показывается, что для любого ( ) ( )baLf ,ω∈  множество то-

чек х, в которых выполняется (1.1), имеет полную меру на [ ]ba, . 
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Определение 1.1. Пусть ( )xf  – суммируемая весом ( )xω  на ин-
тервале ( )ba,  функция, ( )bax ,∈  и ( )xuδ  – окрестность точки х, 

целиком лежащая на ( )ba, . При каждом натуральном n разобьем 
( )xuδ  на 2n равных частей ( ) ( ) ( )δn

k
n
k ∆=∆ , k=-n,…,-1,1,…,n, точками 

n
kxxk
δ+= , nk ,...,1,0= , и при некотором 1>р рассмотрим ве-

личину 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

p

nk
pn

n
k

dttxftf
k
nxfh ∑ ∫

≤≤ ∆
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

1
, ;; ωδω .                   (1.2) 

Точку х назовем ω,ph  – точкой функции ( )xf , если  

( ) ( ) 0;;lim , =
∞→

δω xfh pnn
.                                         (1.3) 

Множество всех ω,ph  – точек функции ( )xf  на промежутке ( )ba,  

обозначим через ( )ω
pH , ( ) ( ) ( ) ( ){ }0;;lim :, , =∈=

∞→
δωω xfhbaxH pnnp . 

Множество отрезков ( )n
k∆ , nk ,...,2,1= , входящих в это определение, 

будем обозначать через ( )δnD . 
Определение ω,ph  – точки данной функции ( )xf  не зависит от ра-

диуса окрестности δ , т.е. справедливо следующее утверждение. 
Предложение 1.1. Пусть ( )bax ,∈ , 10 δδ << ,  и окрестности 
( )xuδ  и ( )xu

1δ
 лежат на ( )ba, . Тогда для любой функции 

( ) ( )baLf ,ω∈  соотношения 

( ) ( ) 0;;lim 1, =
∞→

δω xfh pnn
                                          (1.4) 

и 
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( ) ( ) 0;;lim , =
∞→

δω xfh pmm
                                          (1.5) 

могут выполняться только одновременно. 
Для доказательства этого предложения используется следующее 

вспомогательное утверждение. 
Лемма 1.1. Пусть Е – измеримое по Лебегу ограниченное множе-

ство и при каждом натуральном n ( )n
kе , nmk ,...,2,1=  – совокуп-

ность непересекающихся измеримых подмножеств E, для которых  
( ) 0maxlim =

≤∞→
nmk

n
kn

mese .                                           (1.6) 

Тогда для любой суммируемой с весом ( )xω  функции ( )xf  и лю-
бого p>1 

( ) ( )
( )

0lim
1

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∑ ∫
=
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p
m

k e
n

n

n
k

dtttf ω . 

Доказательство. Пусть  

( ) ( ) ( )

( )
∫ =
n

ke

n
kidtttf ω , ( )n

kmkk ii
n

n ≤
= max . 

Тогда при каждом фиксированном n имеем  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dtttfiiiiii
E

p
k

m

k

n
k

p
k

m

k

n
k

pn
k

m

k

pn
k n

n

n

nn

∫∑∑∑ −

=

−

=

−

=

≤≤= ω1

1

1

1

1

1
. 

Остается заметить, что в силу абсолютной непрерывности инте-
грала и условия (1.6) 

0lim =
∞→ nkn

i . 

Доказательство предложения 1.1. Пусть при достаточно боль-
ших n и m ( )( )1δ

n
k∆  и ( ) ( )δm

k∆  – отрезки, входящие в определение ве-

личин соответственно ( ) ( )1, ;; δω xfh pn  и ( ) ( )δω ;;, xfh pm . Обозначим через 
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nm  номер отрезка ( )( )1δ
n
k∆ , который содержит точку δ+x  (если та-

ких отрезков окажется два, пусть nm  обозначает номер отрезка, для 
которого точка δ+x  совпадает с его левым концом). Разобьем окре-
стность ( )xuδ  на nm2  равных частей  ( ) ( ) ( )δnn m

k
m
k ∆=∆ ~~ , ,,...,2,1 nmk =  

рассмотрим величину ( ) ( )δω ;;, xfh pmn
 и  прежде всего убедимся, 

что соотношения (1.5) и равенство  
( ) ( ) 0;;lim , =

∞→
δω xfh pmn n

,                                       (1.7) 

могут выполнятся только одновременно. 
В рассматриваемом случае  

( )
n
mm

n
n

n
11 1 δδδ

<≤−  

или  

1
11

+≤< nmn n δ
δ

δ
δ

,                                  (1.8) 

откуда следует, что при достаточно больших n  

21
1

1 <+<−+ δ
δ

nn mm , 

т.е. при увеличении значения n на единицу значения nm  может уве-
личиваться только на единицу; в то же время ясно, что последова-
тельность ( )nm  не убывает и ∞=

∞→ nn
mlim . Отсюда заключаем, что 

последовательность ( )nm , монотонно не убывая, начиная с некоторо-
го номера 0n  пробегает все значения натурального ряда, возможно 
принимая некоторые из них подряд конечное число раз. Остается за-
метить, что при nmm =  величины  ( ) ( )δω ;;, xfh pm  и  ( ) ( )δω ;;, xfh pmn

 сов-
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падают. Таким образом, равенства (1.5) и (1.7) могут выполняться 
только одновременно. 

Покажем теперь, что соотношения (1.4) и (1.7) могут выполнятся 
только одновременно, откуда и будет следовать предложение 1.1.  

Имеем  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

+
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−= ∑ ∫

≤≤ ∆n n
k

mk

p

pn dttxftf
k
nxfh

1
1, ;; ωδω  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )11, ;;~;;~
,

δδω ωω xfrxfhdttxftf
k
n

pnn

n n
k

mpm

df

nkm

p

+=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+ ∑ ∫

≤< ∆

,        (1.9) 

причем в силу (1.8) при достаточно больших n найдется постоянная 

М такая, что при nkmn ≤≤  будет M
k
n
≤  и тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

∑ ∫
≤≤ ∆

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−≤

nkm

p

p
m

n n
k

pn
dttxftf

k
nMxfr ωδω

1;;
,

. 

Так как значение ( )xf  конечно, то функция ( ) ( ) ( )xftftx −=ϕ  

суммируема с весом ( )tω  на ( )ba, ; ( )

n
mes n

k
1δ=∆ , т.е. выполнены все 

условия леммы 1.1, применяя которую, заключаем, что в рассматри-
ваемом случае 

( ) ( ) 0;;lim 1, =
∞→

δω xfr pmn n
                                         (1.10) 

и остается показать, что равенства (1.7) и 
( ) ( ) 0;;~lim 1, =

∞→
δω xfh pmn n

                                         (1.11) 

могут выполнятся только одновременно. 
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Промежутки ( )nm
k∆

~  короче промежутков ( )n
k∆ , поэтому  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

dtttdttt
nnm

xx ∫∫
∆∆

≤
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~
ωϕωϕ  
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( ) ( )
( )

( )
( )

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟

⎠
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⎜
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≤ ∫∫

∆∆ −

p

x

p

x
p dttt

k
ndttt

k
n

n
n

n
k

ωϕωϕ
1

1
2 . 

Ясно, что аналогичная оценка справедлива и при 1−<k . Поэтому, 
обозначая через ( )pKK p =  величину, которая может зависеть толь-
ко от р, и учитывая, что согласно (1.8) 

nn
mn 1

11

+≤<
δ
δ

δ
δ

, 

получаем  
( ) ( ) ( ) ( )1,, ;;~;; δδ ωω xfhKxfh pmppm nn

≤ .                                 (1.12) 

Отсюда заключаем, что из равенства (1.11) следует (1.7). 
Чтобы показать, что из (1.7) вытекает (1.11), заметим, что при 
1≥k  

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+=∆ k

m
xk

m
x

nn

m
k

n
δδ ,1~ , ( ) ( ) ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−+=∆ k

n
xk

n
xn

k
11 ,1~ δδ

, 

откуда с учетом (1.8) легко заключаем, что 
( ) ( ) ( )nn mmn

211
~~ ∆∪∆⊂∆ , ( ) ( ) ( )nn m

k
m
k

n
111

~~
+− ∆∪∆⊂∆ , 1,...,3,2 −= nmk              

(1.13) 



Глава I. Сильная суммируемость ортогональных разложений 

 

30 | Р . А . Л а с у р и я  

 

Поэтому с учётом (1.8) 
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ωϕωϕωϕ
211

~~
 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤ ∫∫

∆∆

p

x

p

xp
nmnm

dtttndtttnK
21

~~ 2
ωϕωϕ .                   (1.14) 

Аналогично, в силу (1.13) и (1.8) при 1,...,3,2 −= nmk , 
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   (1.15) 
Ясно, что оценки, аналогичные неравенствам (1.14), (1.15), спра-

ведливы и при nmk −−−= ,...,2,1 . Поэтому  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ⎟
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⎠

⎞
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dtttxfhKxfh ωϕδδ ωω ;;;;~

,1, .              (1.16) 

Отсюда, с учетом леммы 1.1 вытекает, что если выполняется ра-
венство (1.7), то выполняется и (1.11), что и завершает доказательство 
предложения 1.1. 

Замечание. В принятых обозначениях положим  
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− ωϕδω
1
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и заметим, что равенство (1.3) возможно тогда и только тогда, 
когда  

( ) ( ) 0;;lim , =+

∞→
δω xfh pnn

 и ( ) ( ) 0;;lim , =−

∞→
δω xfh pnn

.                        (1.17) 

При доказательстве предложения 1.1 фактически установлено, что 
соотношения 

( ) ( ) 0;;lim 1, =+

∞→
δω xfh pnn

                                            (1.18) 

и  
( ) ( ) 0;;lim , =+

∞→
δω xfh pmn

,                                          (1.18’) 

а также соотношения  
( ) ( ) 0;;lim 1, =−

∞→
δω xfh pnn

                                            (1.19) 

и  
( ) ( ) 0;;lim , =−

∞→
δω xfh pmm

                                          (1.19’) 

могут выполняться только одновременно.  
Значит, если  х есть −ω,p

h  точка функции ( )xf , то необходимо 

выполняются все равенства (1.17) – (1.19’). С другой стороны, спра-
ведливость одной из пар равенств (1.18) и (1.19), (1.18) и (1.19’), 
(1.18’) и (1.19), а также (1.18’) и (1.19’) влечет справедливость ос-
тальных пар, а следовательно, и тот факт, что ( )ω

pHx∈ . Отсюда с 
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учетом предложения 1.1 заключаем, что в определении −ω,p
h  – точки 

окрестность ( )xuδ можно заменить любым интервалом, содержащим 

точку х и лежащим на ( )ba, . Таким образом, приходим к следующе-
му эквивалентному определению −ω,p

h  – точки функции ( )xf . 

Определение 1.2. Пусть ( ) ( )baLf ,ω∈ ,  ( )bax ,∈  и ( )dc, – любой 
интервал такой, что ( )dcx ,∈  и bdca ≤<≤ . При каждых нату-
ральных n и m разобьем промежутки [ ]xc,  и [ ]dx, соответственно 
на  n и m равных частей ( )n

k∆ , 1,...,−−= nk , и ( )m
i∆  mi ,...,2,1= , и при 

некотором 1>р  рассмотрим величину 
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( ) ( ) ( )
( )

p
m

i m
i

dttxftf
i
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⎛
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1
ω .    (1.20) 

Точку х назовем ω,ph  – точкой функции ( )xf , если  

( ) ( ) 0;lim ,,,
=

∞→
xfh pmnmn

ω .                                         (1.21) 

Лемма 1.2. Для любой функции ( ) ( )baLf ,ω∈ , при любых ( ){ }ωϕ tk  
и 0>δ  почти всюду на [a,b] справедливо равенство 

( ) ( ) 0;;lim , =
∞→

δω xfh pnn
,                                         (1.22) 

где ( ) ( )δω ;;, xfh pn  – величина, определяемая соотношением (1.2).  
Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда почти всюду 

на [a,b] 
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( ) ∞<≤≤< Kxωα0 , constK ≡ .                                 (1.23) 

В этом случае условие ( ) ( )baLf ,ω∈  равносильно условию 
( )baLf ,∈  и при каждом Nn∈  
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11
ω . 

Поэтому достаточно показать, что для любой функции ( )baLf ,∈  
при любых p>1 и 0>δ  почти всюду на [a,b] 

( ) ( )
( )

0lim
1

=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−∑ ∫

≤≤ ∆
∞→ nk

p

n
n
k

dtxftf
k
n

.                             (1.24) 

Этот факт следует из упомянутого в введении результата О.Д. Га-
бисония (В.11) и предложения 1.1. 

Действительно, пусть для определенности 0=а  и π2=b . Ясно, 
что общий случай сводится к этому путем линейной замены переме-
ной и, следовательно, такое допущение не умоляет общности.  

Пусть ( ) π2−xF  – периодическое продолжение функции ( )xf  и  

х – произвольная точка из ( )ba, . Тогда величины ( ) ( )πω ;;, xFh pn  при 

( ) 1≡xω  и ( )xFpn ;,Γ совпадают. Поэтому, если выполняется равенст-

во (В.11) для функции ( )xF , то в данной точке  

( ) ( ) 0;;lim , =
∞→

πω xFh pnn
.                                          (1.25) 

Но в таком случае в силу предложения 1.1 для достаточно малых 
δ  будет выполнятся и равенство (1.22). Согласно (В.11), множество 
точек, в которых  

( ) 0;;lim , =Γ
∞→

πxFpnn
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имеет полную меру на ( )π2,0 . Стало быть, и множество точек в ко-
торых выполняется (1.22), также имеет полную  меру. Итак, если вы-
полнено условие (1.23) лемма доказана. 

Заметим, что из только что приведенных рассуждений вытекает, 
что условие (В.11) имеет локальный характер в том смысле, что его 
выполнение зависит только от поведения функции ( )xf  в произ-
вольно малой окрестности рассматриваемой точки х. 

При доказательстве леммы в общем случае будем придерживаться 
схемы рассуждений из [14]. 

Пусть сначала Т – подмножество точек из [a,b], в которых выпол-
няется равенство  

( ) ( ) ( )∫
+

−
→

=−
hx

hx
h

dttxftf
h

01lim
0

ω ,                              (1.26) 

и, кроме того, при достаточно малых δ и ( ) 1≡xγ почти всюду 

( ) ( ) 0;;lim , =
∞→

δγ xfh pnn
.                                          (1.27) 

В силу упомянутого результата О.Д. Габисония и справедливости 
леммы в случае выполнения условия (1.23) заключаем, что 

abmes
df

−=Τ=Τ . 
Далее, пользуясь теоремой Егорова, из множества Τ  при каждом 

натуральном k выделим множества kΤ , kabk 1−−>Τ , на которых 
равенства (1.26) и (1.27)выполняются равномерно по х. 

Ясно, что  

abk
k

−=ΤU .                                                 (1.28) 

Из каждого множества kΤ , пользуясь С – свойством Лузина, выде-

лим совершенное множество kΡ , kkk 1−Τ>Ρ , на котором 
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( ) k
x

Axf
k

<
Ρ∈

sup                                                (1.29) 

и 

( ) k
x

Вx
k

<
Ρ∈
ωsup                                                (1.29’) 

где kА  и kB  – некоторые константы. 

Наконец, из каждого множества kΡ  выделим множество kE , 
имеющее то свойство, что для каждого kEx∈  

( ) ( )
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k
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x1 ,; βαρ
αβ

, 1>p ,                            (1.30) 

где ( )k
jα  и ( )k

jβ  – концы смежных интервалов множества kΡ , а 

( )βαρ ,;x  – расстояние от точки х до интервала ( )βα , . 
В силу известного утверждения Марцинкевича (см., например, [5, 

с. 213]) kk PE = . И, значит, с учетом (1.28) будем иметь 

abEk
k

−=U . 

Поэтому для доказательства леммы достаточно убедиться, что ра-
венство (1.22) выполняется для каждого k

k
Ex U∈  при произвольном 

достаточно малом 0>δ . 
Покажем, что для каждого k

k
Ex U∈  при любом 0>δ  величина  
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i
nxfh ωδω                      (1.32) 

стремится к нулю при ∞→n . 
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Пусть 0k такое, что 
0kEx∈  и ( )xuδ  – окрестность точки х, цели-

ком лежащая на ( )ba, , ( ){ }n
i∆ , nni ,...,1,1,...,−−=  – равномерное раз-

биение этой окрестности на n2  частей такое, что 
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Пусть, далее,  
( ){ }0:

01 /≠∆= k
n
i PiI I , ( ){ }0:

02 /=∆= k
n
i PiI I .                       (1.34) 

Тогда величина (1.32) представится в виде  
( ) ( ) ( ) ( )∑∑ +=+

21, ;;;;;; xnfxnfxfh pn δω ,                     (1.35) 

где 
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n
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nxnf ω .  

Рассмотрим сначала величину ( )∑1
;; xnf . Если 1Ii∈ , то соглас-

но (1.34) на промежутке ( )n
i∆ имеется точка из 

0kP , которую обозна-

чим через у. Тогда, полагая yut +=  и y
n
ix −+=
δτ , будем иметь 
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По построению имеем TTPE kkk ⊆⊆⊆ . В силу определений 

этих множеств, для любого 0>ε  найдется 0>γ  (возможно, зави-

сящее от k, ) такое, что при γ<h  будет выполняться неравенство 

( ) ( ) ( )∫
−∈

<+−+
h

hTx
dttxxftxf

hk

εω1sup                              (1.37) 

и найдется натуральное 0n  (возможно зависящее от , k и δ ) такое, 
что при 0nn ≥  
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⎟
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k
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i
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1
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Принимая во внимание, что в рассматриваемом случае 
0kEx∈ , а 

0kPy∈  на основании (1.37) и (1.38), (1.29) и (1.29’) заключаем, что 

правая часть (1.35)  не превышает некоторой постоянной 
0kC , кото-

рая возможно, зависит от числа 0k . Таким образом,  

( ) ( )
( )

( )
0kCdttxftfn

n
i

≤−∫
∆

ω  1Ii∈∀                                (1.39) 

Пусть 0>ε  – произвольно малое число. Обозначим через εN  на-
туральное число, для которого 

ε

ε
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                                                   (1.40) 

и положим  

111 III ′′∪′= , { }εNiIiI ≤∈=′ ,11 , { }εNiIiI ≤∈=′′ ,11 . 

Тогда в силу (1.39) 
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Так как 
0kЕх∈ , то в силу (1.37) при достаточно больших значени-

ях n первое слагаемое правой части (1.41) будет меньше ε . Таким 
образом, справедлива оценка  

( ) ( )∑ +≤
1

1;;
0

εkCxnf  

для всех достаточно больших значений n. Отсюда в силу произволь-
ности выбора ε имеем  

( )∑ =
∞→ 1

0;;lim xnf
n

                                           (1.42) 

Покажем теперь, что и  

( )∑ =
∞→ 2

0;;lim xnf
n

.                                          (1.43) 

Пусть опять 0>ε  – произвольно малое число и εN  выбрано из 
условия (1.40). Положим  
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222 III ′′∪′= , { }εNiIiI ≤∈=′   ,22 , { }εNiIiI >∈=′′   ,22 . 

Тогда  
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Поступая так же, как и при получении оценки (1.41), будем иметь 
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и так как х является ( )ω,p  – точкой Лебега функции f, то в силу 
(1.26)  
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1

2
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.                                           (1.45) 

Пусть ( ) ( ) ( )( )000 , k
j

k
j

k
j βαδ = , ,...2,1=j , – смежные интервалы мно-

жества 
0kP . Тогда, опуская индексы 0k , находим 
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( )( ) ( )( )∑∑ +=
4
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2
;;;; xnfxnf

df
.                                    (1.46) 

Так как 
0kEx∈  и 

0kj P∈α , то принимая во внимание (1.29), нахо-
дим 

( ) ( )
( )

( )
≤⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤∑ ∫∑∑

⊂∆

∞

= ′′∈

p

j Ii
kp

j
n

i

dtt
i
nCxnf4

2
1

,
2

0
;;

δ

ω

 

( )
( )

≤
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤ ∫∑

∆≥

p

Ni
kp

n
i

dtt
i
nC ω

ε

0,  

( ) ( )
( )

( ) p

Ni
kp

p

j
kp i

xCdtxt
i
nC

n
i

∑∫∑
≥∆

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−≤

ε

ωω
00 ,

1
, , 

где 
0,kpC  – величины, равномерно ограниченные по n. 

Принимая во внимание соотношение (1.38),  (1.29) и (1.40), заклю-
чаем, что 

( )( )∑ =
∞→

4

2
0;;lim xnf

n
.                                           (1.47) 

На основании (1.30) для произвольного 0>ε  найдется число εN  
такое, что  

( ) ( )

( )( ) ε
βαρ
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Величину ( )( )∑ 3

2
;; xnf  представим в виде  
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( ) ( )( )( )∑ ∑+= 5
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6
2 ;;;; xnfxnf

df
.                                    (1.49) 

Если ji δ⊂∆ , понятно, что  

xi
n

j −
≤
α

1
.                                                  (1.50) 

Поэтому применяя тот же прием, что и при доказательстве леммы 
1.1, имеем 
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При этом в силу того, что 
0kj P∈α , 

( ) ( ) ( )
( )
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dttftffJ
j

n
i

j
IiNj

n ωα
δε 2

 

( ) ( ) ( ) Cdttftf
j

j
Nj

≤−= ∫∑
≤

ωα
δε

,                                   (1.52) 

где С – величина, равномерно ограниченная по n. 

В силу абсолютной непрерывности интеграла  

( ) ( ) ( )
( )

0suplim
1

1
=

⎟
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⎜
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j
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n
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Объединяя соотношения (1.51)–(1.53), заключаем, что 
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Наконец, рассмотрим величину ( )( )∑ 6

2
;; xnf . Учитывая (1.50), 

имеем 
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Из (1.48) следует, что для любого εNj ≥  

( ) ( )εεβαραβ abx jjjj −≤≤− ;; ; 

и так как 
0kj P∈α , в силу (1.37) величина  

( ) ( ) ( )∫ −
−

j

j

dttftf j
jj

β

α

ωα
αβ

1
 

является равномерно ограниченной по j  (и по n). 
Поэтому, согласно (1.48) и (1.55), заключаем, что для произволь-

ного n 

( )( ) ε⋅≤∑ Сxnf6

2
;; ,  

где С– некоторая постоянная,  откуда в силу произвольности ε  сле-
дует, что 
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( )( ) 0;;lim 6

2
=∑∞→

xnf
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,                                         (1.56) 

Сопоставляя равенства (1.46), (1.47), (1.49), (1.54) и (1.56), нахо-
дим 

( )( ) 0;;lim 2

2
=∑∞→

xnf
n

,                                         (1.57) 

Из (1.57), (1.45) и (1.44) следует равенство (1.43), а из (1.35), (1.42) 
и (1.43) заключаем, что величина ( ) ( )δω ;;, xfh pn

+  для любого kk
Ex ∪∈  

действительно стремится к нулю при ∞→n . 
Понятно, что такое же заключение верно и для величины  
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i
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n
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dttxftf
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, ;; ωδω , 

а значит, и для величины  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )δδδ ωωω ;;;;;; ,,, xfhxfhxfh pnpnpn

−+ += . 

Отсюда с учетом (1.31) убеждаемся в справедливости равенства 
(1.22) для почти всех [ ]bax ,∈ , что и завершает доказательство лем-
мы 1.2. 

§1.2. В­свойство ортогональных систем 
 
Приведем следующее определение. 
Определение 1.3. Пусть ( ){ }tkϕ  – произвольная последователь-

ность функций, ограниченных на сегменте [ ]ba, . Будем говорить, 
что данная последовательность имеет свойство В (В-свойство) в 
точке ( )bax ,∈ , если существует 0>δ  такое, что: 

1.) ( ) ( )baxu ,⊂δ ; 
2.) для любого обобщенного полинома 
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справедливо неравенство  

( )

( ) ( ) KtT
p

n
nk t n

k

≤
′

≤≤ ∆∈
∑ α

1

sup , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

′
+ 111

pp
                              (1.59) 

где ( ) ( )δn
n
k D∈∆ , nk ,...,2,1= , а K – постоянная, равномерно огра-

ниченная по n. 
Будем говорить, что последовательность ( ){ }tkϕ  имеет свойство 

В на множестве ( )baе ,⊆ , если она имеет это свойство в каждой 
точке х множества е. 

Заметим, что это определение не зависит от величины δ  в том 
смысле, что если для некоторого 0>δ  выполняется соотношение 
(1.59), то оно выполняется также и для всех δδ <1 , в чём можно убе-
диться посредством простых рассуждений. В этом же смысле свойст-
во В имеет локальный характер: его наличие в точке х зависит от по-
ведения функций ( )tkϕ только в сколь угодно малой окрестности этой 
точки. 

Достаточные условия того, что система имеет свойство В, содер-
жится в следующих утверждениях. 

Лемма 1.3. Пусть ( ){ }ωϕ tk  – ортонормированная на [ ]ba,  с весом 

( )tω  система функций и [ ]dc,  – некоторый отрезок, лежащий на 
[ ]ba, , т.е. [ ] [ ]badc ,, ⊆ , на котором система ( ){ }ωϕ tk  равномерно 
ограничена: 
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sup                                                       (1.60) 

и в каждой точке [ ]dct ,∈  ( ) 00 >≥ωω t . Тогда, если для любого 

обобщенного полинома ( ) ( )tTn
α  порядка п по системе ( ){ }ωϕ tk  в точ-

ке ( )dcx ,∈  выполняется неравенство  
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( ) ( ) ( )dcpn
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n
t
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n
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n
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⎟
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⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ′

∑ αδ
                                  (1.61) 

где δ  – некоторое положительное число такое, что ( ) ( )dcxu ,⊂δ , 
( ) ( )δn
n
k D∈∆  и K – постоянная, равномерно ограниченная по n, то в 

данной точке х последовательность ( ){ }ωϕ tk удовлетворяют усло-
вию В. 

Доказательство данной леммы базируется на следующем утвер-
ждении, которое является обобщением известной теоремы Ф. Рисса 
(см., например, [35, с. 154]) на случай, когда отрезок ортогональности 
системы функций не совпадает с отрезком, на котором система рав-
номерно ограничена. 

Лемма 1.4. Пусть ( ){ }ωϕ tk  – ортонормированная на [ ]ba,  с весом 

( )tω  система функций,  которая равномерно ограничена на некото-
ром сегменте [ ] [ ]badc ,, ⊆ . 
Тогда: 
1) если ( ) ( )dcLf p ,ω∈ , 21 ≤< p , и ( ) 0≡xf  при [ ] [ ]dcbax ,\,∈

, то её коэффициенты Фурье по данной системе  

( ) ( ) ( )dxxxxfс
b

a
nn ∫= ωϕ , ,...1=n , 

удовлетворяет неравенству 
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2) если числовая последовательность ( )nс , ,...1,0=n , имеет ко-

нечную норму 
p

с , 21 ≤< p , то существует функция ( ) ( )baLf ,2
ω∈  

такая, что её сужение ( )xf *  на множество [ ]dc,  принадлежит к 
( ) ( )dcLf p ,ω
′∈  и справедливо неравенство 

( ) pdcp
cKf ≤

′ ,,

*

ω
, 111

=
′

+
pp

.                                 (1.63) 

Первая часть этой леммы доказана К. Тандори [127]. Справедли-
вость второй части может быть установлена повторением рассужде-
ний, с помощью которых в [35] доказана вторая часть теоремы Ф. 
Рисса с использованием утверждения первой части леммы. Неравен-
ство (1.63) для системы алгебраических полиномов установлено в 
работе [44]. 

Перейдем непосредственно к доказательству леммы 1.3. 
Пусть точка х и величина δ выбраны из условия леммы и ( ) ( )tТ n

α  – 
произвольный полином по системе ( ){ }ωϕ tk , удовлетворяющий усло-
вию (1.58). Тогда в силу (1.61) справедливо неравенство  
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Учитывая, что ( ) 00 >≥ωω t , на основании второй части леммы 
1.4 и условия (1.58) для любого 2≥′p  получаем 
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где K – постоянная, равномерно ограниченная по n и  111
=
′

+
pp

. Со-

поставляя (1.64) и (1.65), выводим оценку  
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 откуда следует, что в данной точке х выполняется соотношение 
(1.59), что и завершает доказательство леммы 1.3. 

В случае, когда в некоторой окрестности ( )xuδ точки х функции 
( )tkϕ  являются дифференцируемыми, используя рассуждения, с по-

мощью которых в [77] была доказана лемма 2, на основании леммы 
1.3 легко выводится следующее утверждение. 

Лемма 1.5. Пусть система ( ){ }ωϕ tk  удовлетворяет условиям 
леммы 1.3, кроме того, в некоторой окрестности ( ) ( )dсxu ,⊂δ  

точки х функции ( )tkϕ  являются дифференцируемыми и для всякого 

обобщенного полинома ( ) ( ) ( )tTtT nn
α=   порядка n по данной системе 

при некотором 1≥p  справедлив аналог неравенства Бернштейна  

( ) ( )dcpnxupn TKnT ,,, ≤′
δ

.                                       (1.66) 

Тогда в данной точке выполняется соотношение (1.61) и, значит, 
система ( ){ }ωϕ tk  имеет свойство В в точке х. 

Следствие 1.1. Если система ( ){ }ωϕ tk удовлетворяет условию 

леммы 1.3, в каждой точке ( ) [ ]badcx ,, ⊂∈  функции )(tkϕ  диффе-

ренцируемы и для всякого обобщенного полинома ( )tTn  порядка n по 
данной системе при некотором 1≥p  выполняется неравенство 
(1.66) для некоторого 0>δ , то в каждой точке ( )dcx ,∈  справед-
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ливо соотношение (1.61) и, значит система ( ){ }ωϕ tk  имеет свойство 
В на всем (с,d). 

Тригонометрическая система 1, xcos , xsin , x2cos , x2sin , … 
удовлетворяет всем условиям следствия 1.1 при ( ) 1≡хω  на любом 
интервале длины π2 , поскольку для неё соотношение (1.60) выпол-
няется автоматически, а соотношение (1.66) гарантируется неравен-
ством Бернштейна для тригонометрических полиномов (см., напри-
мер, [5, с. 895]). 

Поэтому справедливо такое утверждение. 
Лемма 1.6. Тригонометрическая система имеет свойство В на 

всей действительной оси. 
Для всякого алгебраического полинома ( )tpn  степени n, как хо-

рошо известно (см., например, [5]), справедлив следующий аналог 
неравенства Бернштейна: 

( ) ( )bapndcpn pKnp
,,,,

≤′  

для любых 1≥p  и bdca <<< . 
Поэтому из следствия 1.1 получаем следующее утверждение. 
Лемма 1.7. Пусть ( ){ }ωtPk  – ортонормированная на [ ]ba,  с весом 

( )tω  система алгебраических полиномов и  [ ]dc, – некоторый отре-
зок такой, что [ ] [ ]badc ,, ⊆  на котором система ( ){ }ωtPk  равно-

мерно ограничена, и в то же время ( ) 00 >≥ωω x для любого [ ]dct ,∈ . 

Тогда данная система имеет свойство В на интервале ( )dc, . 
 

§1.3. Характеристика точек сильной суммируемости рядов 
Фурье по системам функций полиномиального вида  

 
1.3.1. Пусть ( ) ( )baLf ,ω∈ , ( ){ }ωϕ xk , ,...1,0=k  – ортонормирован-

ная с весом ( )xω  система функций и  
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( )∑
∞

=0k
kk xc ϕ  

– ряд Фурье функции ( )xf  по системе ( ){ }ωϕ xk ; 

( ) ( ) ( ) ( )∫==
b

a
kkk dttttffcc ωϕ , ,...1,0=k , 

( ) ( )∑
=

=
n

k
kkn xcxfS

0
; ϕ  

– её частная сумма порядка п. Пусть, далее,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
q

q
n

k

q
kn

q
n xfSxf

n
xfHxfH

1
1

0

;1;;; ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−== ∑

−

=

ϕ  

– сильные средние с показателем 0>q . 
Аналог результата Харди и Литтлвуда для pLf ∈ , 1>p , в случае 

ортогональных систем, отличных от тригонометрической, а именно, 
для систем функций ( ){ }ωϕ xk  полиномиального вида был получен К. 

Тандори [127] (см., также, [1,с. 289]) для функций ( ) ( )baLf p ,ω∈ . 
Определение А. ([1, с. 182]). Ортонормированная на [a,b] с весом 

 система функций  называется системой полиноми-
ального вида, если её ядро порядка n 

 

представимо в виде 

 

( )xω ( ){ }ωϕ xk

( ) ( ) ( )∑
=

=Φ
n

k
kkn xtxt

0
, ϕϕ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑
−=

++
=

=Φ
m

mji
jnin

n
kji

r

k
kn xtxtFxt

,
,,

1
;, ϕϕγ
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где r и m – независящие от n натуральные числа,  – величины, 

равномерно ограниченные по n, а  – измеримые функции, 

удовлетворяющие при всех  условию 

, 
где K-величины, равномерно ограниченная по t и х. При этом функции 

 с отрицательными индексами считаются тождественно 

равными нулю. 
Системами полиномиального вида, в частности, являются триго-

нометрическая система, ортогональная система алгебраических поли-
номов, система Хаара, Уолша [3] и др.  

Теорема А. Пусть ( ){ }ωϕ tk  – ортонормированная на [ ]ba, с весом 

( )xω  система функций полиномиального вида, равномерно ограни-
ченная на отрезке [ ] [ ]badc ,, ⊆ : 

[ ]
( ) Ktk

Nk
dct

≤
∈

∈
ϕ

,
sup , 0>≡ constK  

и 

( ) ( )
2

1

10 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

b

a

dttt ωϕ . 

Тогда, если ( ) ( )baLf p ,ω∈ , р ൐ 1 и квадрат её суммируем на 

[ ] [ ]dcba ,\,  с весом ( )tω , то в каждой ( )ω,p  – точке Лебега 
( )dcx ,∈ , т.е. в точке, в которой  

( ) ( ) ( )∫
+

−→
=−

hx

hx

p

h
dttxftf

h
01lim

0
ω ,                                   (1.67) 

при всех 0>q  справедливо соотношение  

( )n
kji ,,γ

( )xtFk ,
[ ]bax ,∈

( ) 1, −−≤ xtKxtFk

( )xjn+ϕ
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( ) ( ) 0;lim =
∞→

xfH q
nn

. 

Хорошо известно, что (1.67) выполняется почти всюду на ( )ba,  
( ) ( ).,baLf р
ω∈∀  

Здесь приводится характеристика точек обобщенной сильной сум-
мируемости, в частности, ( )qH ,  – суммируемости рядов Фурье сум-
мируемых с весом функций по системам полиномиального вида об-
ладающим В-свойством. 

Имеет место следующее утверждение. 
Теорема 1.1. Пусть  

( ){ }ωϕ tk , ( )
( )

2
1

1
0

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

≡

∫
b

a

dtt
t

ω
ϕ  

– ортонормированная с весом ( )tω  на отрезке [ ]ba, система функ-
ций полиномиального вида, которая на множестве [ ] [ ]badc ,, ⊆  рав-
номерно ограничена: 

[ ]
( ) Ktk

Nk
dct

≤
∈

∈
ϕ

,
sup .                                            (1.68) 

Пусть, далее, х – произвольная точка интервала ( )dc, , в которой 
данная система имеет свойство В. 
Тогда, если ( ) ( )baLf ,ω∈ , на множестве [ ] [ ]dcbaE ,\,= сумми-

руем его квадрат с весом ( )tω  ( ) ( )( )ELf ω
2∈  и в данной точке х име-

ет конечное значение, то для любого 0>δ , входящего в определение 
В-свойства точки х, при любом 2≥q  справедливо неравенство  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )xxfhKxfH npn
q

n
p εδϕ ω +≤

1

;;;; , ,  ( ) ( )xfx nn ;;δεε =       (1.69) 
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где ( ) ( )δω ;;, xfh pn  – величина, определяемая равенством (1.2); 

1−
=

q
qp ; K – постоянна,я не зависящая от n, и  

( ) 0lim =
∞→

xnn
ε , ( ) ( )xfx nn ;;δεε = . 

Доказательство. Пусть х – точка, определяемая условиями теоре-
мы и δ  – величина, входящая в определение её В-свойства. 

Поскольку  

( )
( )

2
1

1
0

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

≡

∫
b

a

dtt
t

ω
ϕ , 

то  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,
0

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=Φ∫ ∫ ∑

=

dttxtdttxt
b

a

b

a

k

i
iik ωϕϕω . 

Поэтому, полагая ( ) ( ) ( )xftftx −=ϕ , имеем  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

∫ ∫∫∫ ×⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++=Φ=−

b

a xuGE
kk dttxttxfSxf

δ

ωϕ ,;

 
 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

=Φ×
3

1
,,

ν
νωϕ xJdttxtt k

df

kx ,                                        (1.70) 

где [ ] ( )xudcG δ\,= . 

Отсюда с помощью известного неравенства Минковского для 
сумм [153, с. 46] 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑∑ ∑∑
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−

=

−

=
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⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

3

1

3

1

1

0
,

1

0

1
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~1;1
ν

ν
ν

ν
q

qq

xJxJ
n

xfSxf
n

n
dfn

k

q
k

n

k

q
k .     (1.71) 

Покажем сначала, что  
( ) ( ) 0~lim 1 =

∞→
xJ n

n
.                                             (1.72) 

Пользуясь представлением ядра ( )xtk ,Φ  и равномерной ограни-

ченностью величин ( )n
ljm ,,γ  и ( )tnϕ , находим  

( ) ( ) ( ) ( ) =Φ= ∫
E

kxk dttxttxJ ωϕ ,,1  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≤= ∫ ∑∑ ++
−==E

jkmk

r

jm

k
ljm

r

l
lx dttxtxtFt ωϕϕγϕ

σ,
,,

1
,  

( ) ( ) ( ) ( )
df

E
mklx

jm

r

l
dtttxtFtK =≤ ∫∑∑ +

−==

ωϕϕ
σ

σ
,

,1
 

( ) ( )xK l
mk

jm

r

l

df

+
−==
∑∑= χ
σ

σ,1
. 

Величина ( ) ( )xl
mk +χ представляет собой ( )mk + -й коэффициент 

разложения по системе ( ){ }ωϕ tk  функции  

( ) ( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
.                  ,0
; ,,

Et
EtxtFt

ty lxl
x

ϕ
 

Вследствие свойства функции ( )xtFl ,  заключаем, что 
( ) ( ) ( ) ( )baLty l
x ,2

ω∈ . Известно, (см., например, [1, с. 15]), что коэффи-
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циенты ( )fck  ряда Фурье функции ( ) ( )baLf ,2
ω∈  по любой орто-

нормированной с весом на [ ]ba,  системе функций стремятся к нулю 
при ∞→k . Поэтому  

( ) ( ) 0lim =+∞→
xl

mkk
χ , σσ ,...,−=m ; rl ,...,1= , 

и, значит,  

( ) 0lim ,1 =
∞→

xJ kk
. 

Отсюда заключаем, что равенство (1.72)справедливо, поскольку 
( )xJ1

~
 является средним арифметическим величин, стремящихся к 

нулю при ∞→n . 
Проводя аналогические рассуждения, получаем  

( ) ( ) ( ) ( ) ≤Φ= ∫
G

kxk dttxttxJ ωϕ ,,2  

( ) ( ) ( ) ( ) =≤ ∫∑∑ +
−== G

mklx
jm

r

l
dttxxtFtK ωϕϕ

σ

σ
,

,1
 

( ) ( )xK l
mk

jm

r

l
+

−==
∑∑= χ
σ

σ,1
,                                      (1.73) 

где ( ) ( )xl
mk+χ  представляет собой ( )mk + -й коэффициент Фурье 

по системе ( ){ }ωϕ tk  функции  

( ) ( ) ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
.                  ,0
; ,,

Gt
GtxtFt

ty lxl
x

ϕ
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В силу (В.33) функция ( )( )ty l
x  является суммируемой на [ ]ba,  и 

на множестве Е обращается в нуль. В таком случае, как показано в 
[78, с. 764],  

( ) ( ) 0lim =+∞→
xl

mkk
χ , σσ ,...,−=m ; rl ,...,1= . 

Поэтому вследствие (1.73) 

( ) 0lim ,2 =
∞→

xJ kk
, 

а значит, и  
( ) ( ) 0~lim 2 =

∞→
xJ n

n
.                                             (1.74) 

Теперь покажем, что  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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≤
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1
1

1
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0

1

0
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δ
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( ) ( )( ) pxfhK pn

1

;;, δω≤ .                                           (1.75) 

С этой целью положим 

( ) ( )nxnxen δδδ +−= , , ( ) ( )δδ nn exue \= . 

Тогда  

( ) ( )
( )

( ) =Φ∫ dttxtt
xu

kx ωϕ
δ

,  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xixidttxtt n

k
n

k

df

kx
ee nn

+=Φ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= ∫∫ δ

δ

ωϕ ,, . 

Применяя неравенство Минковского, имеем  
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )∑∑∑∑ +=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
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1 11~
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n xxxi
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xJ
qq

q

δ .   (1.76) 

В силу оценки (1.68) при [ ]dcxt ,, ∈  

( ) kCxtk ⋅≤Φ , ,                                             (1.77) 

где С – величина, равномерно ограниченная по k. 
Поэтому  

( )( ) ( ) ( )
( )

≤
⎟⎟
⎟

⎠
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⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
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⎜
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k e
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( ) ( )
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( ) ( )( ) p

n

xfhKdtttKn pn
e

x

1

;;, δωϕ ω

δ

≤≤ ∫                           (1.78) 

Переходя к оценке величины ( )( )∑ 2

n
x , полагаем [ ]1,0=∆ ; 

( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

=∆
n

k
n
kn

k
1, , 1,...1,0 −= nk , и через ( )tkn,χ  обозначаем характе-

ристическую функцию промежутка ( )n
k∆ . Тогда  
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0
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k
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n
k txi χ                                       (1.79) 

Используя соотношение двойственности (см., например, [34, с. 
39]), имеем  
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где  
( ) ( )

( )

dttgC
n

k

n
k ∫

∆

=                                               (1.81) 

Учитывая (1.76), получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =Φ= ∫∑∑
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= ne
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где  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xtCxtT jkmk

n

k

k
ljm

n
k

lj
mn ++

−

=
−+ ∑= ϕϕγ

1

0
,,

,
1 ;                         (1.83) 

– обобщенный полином порядка 1−+mn  по системе ( ){ }ωϕ tk . 

Пусть ( )δnD  – множество отрезков ( )n
k∆ , входящих в определение 

В-свойства системы ( ){ }ωϕ tk , и  

( )
( )

( ) ( )xtTM lj
mn

t

n
k

n
k

;sup ,
1−+
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= .                                       (1.84) 

Тогда, обозначая через ( )xJ
ne интегралы в правой части (1.82) и 

пользуясь неравенством Гёльдера, получаем  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

=≤ ∫∑
∆≤≤ n

i

n
dttxtFtMxJ lx
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n
ie ωϕ ,
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Оценим сначала величину ( )xJ
ne
+ . Имеем  
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Откуда 
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Оценим первый сомножитель правой части этого неравенства. 
Учитывая (1.84), имеем 
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Полиномы ( ) ( )xtT lj
mn ;,

1−+  представимы в виде  
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При этом в силу равномерной ограниченности величин ( )k
ljm ,,γ  и со-

отношения (1.68) имеем  



Сильная суммируемость рядов Фурье и аппроксимация функций 

59 | Р . А . Л а с у р и я  

 

( ) ( ) ( ) ( ) =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
≤⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ∑∑∑
−

=

−

=
+

−+

=

ppp n

i

pn
i

n

i

p

jk
i

ljm
n

i

mn

k

p
k СKxС

111
1

0

1

0
,,

1

0

ϕγα  

( )
( )

( ) ( )( )
∆∆

−

∆

−

= ∆

== ∑ ∫ ,

1

,

1

0
,

11

p

df

p

n

i
in gQKndttgKn p

n
i

p ττχ . 

Оператор ∆Q , являясь оператором усреднения, как известно (см., 
например, [77]), ограниченно действует из pL  в pL , ∞≤≤ p1 , при-

чем 1
,
≤

∆∆ p
Q . Поэтому  

p
p

p
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KngKn
p
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k

p
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≤≤⎟
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α                             (1.89) 

Стало быть, согласно (1.87) 

( )( )
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( ) ( ) qlj
mn

n

i t

n

i
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i xtTM

n
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;supsup ,
1

12
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= ∆∈=
∑∑ ≤ ,                            (1.90) 

где внешняя верхняя грань берётся по полиномам вида (1.88), коэф-
фициенты которых подчинены условию (1.89). 

Далее положим  
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В силу равномерной ограниченности системы ( ){ }ωϕ xk  на [ ]dc,  и 
неравенства Гёльдера имеем  

, (1.91) 

где ( )qKKq =  – величина, равномерно ограниченная по n. 
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Система ( ){ }ωϕ tk  в рассматриваемой точке х удовлетворяет усло-
вию В. Поэтому  

( )
( ) KtT q

n

n

i t n
i

≤∑
= ∆∈1

supsup ,                                     (1.92) 

а вследствие (1.89) 
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p
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Объединяя соотношения (1.90)–(1.93), убеждаемся, что правая 
часть в (1.90) не превышает величину, равномерно ограниченную по 
n. Поэтому, согласно (1.87) 

( )( ) KM
qn

i
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.                                     (1.94) 

Принимая во внимание свойство ( )xtFl , при ( )n
it ∆∈ , находим  
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i
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xt
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2
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Значит  
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Таким образом, в силу (1.86), (1.94) и (1.95), 

( ) ( ) ( )( ) p

n
xfhKxJ pne

1

;;, δω≤+ . 
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Ясно, что такая же оценка будет справедливой и для величины 

( )xJ
ne
− , а стало быть, и для величины ( )xJ

ne . Подставляя эту 

оценку в (1.82) и принимая во внимание равенство (1.80), имеем 

( )( ) ( ) ( )( ) pxfhKx pnn

1

;;,
2 δω≤∑ . 

Объединяя эти соотношения с оценкой (1.78), получаем (1.75), что 
и завершает доказательство теоремы.  

Из доказанной теоремы вытекает ряд следствий.  
Принимая во внимание определение ω,ph  – точки данной функции 

( )xf  и замечание о том, что ( )qH ,  – суммируемость влечет  – 
суммируемость при ( ]qq ,01 ∈ , получаем следующее утверждения. 

Следствие 1.2. Пусть система ( ){ }ωϕ tk , точка ( )dcx ,∈  и функ-
ция ( )tf  удовлетворяют всем требованиям теоремы 1.1 и, кроме 
того, данная точка х является ω,ph  – точкой функции ( )tf . Тогда 

для каждого ( ]qq ,01 ∈ , 2≥q , 111 =+ pq , 
( ) ( ) 0;;lim 1 =

∞→
xfH q

nn
ϕ ,                                      (1.96) 

т.е. в данной точке х ряд Фурье функции ( )tf по данной системе 
является  – суммируемым. 

Следствие 1.3. Пусть система ( ){ }ωϕ tk  и функция ( )tf  удовле-
творяют требованиям теоремы 1.1 и, кроме того, на некотором 
множестве ( )dce ,⊆  система имеет свойство В. Тогда для любого 

( )ω
pHex ∩∈ , где ( )ω

pH  – множество ω,ph  – точек функции )(tf  

при любых ( ]qq ,01 ∈ , 2≥q , 111 =+ pq , справедливо равенство 
(1.96). 

Принимая во внимание лемму 1.2, приходим к следующему ут-
верждению. 

( )1, qH

( )1, qH



Глава I. Сильная суммируемость ортогональных разложений 

 

62 | Р . А . Л а с у р и я  

 

Следствие 1.4. При условиях, принятых в следствии 1.3, соотно-
шение (1.96) выполняется почти всюду на е.  

Тригонометрическая система удовлетворяет условиям, принятым в 
следствии 1.4, и в силу леммы 1.6 имеет свойство В на всей действи-
тельной оси. Поэтому из следствия 1.4 получаем упомянутый в веде-
нии результат Габисония-Новикова-Родина. 

Учитывая лемму 1.7, из следствия 1.4 получаем такое утвержде-
ние. 

Следствие 1.5. Пусть ( ){ }ωtPk  – ортонормированная на [ ]ba,  с 

весом ( )tω  система алгебраических полиномов, равномерно ограни-
ченных на [ ] [ ]badc ,, ⊆  и для любого [ ]dct ,∈  ( ) 00 >≥ωω t . Пусть, 

далее, функция ( )tf суммируема с весом ( )tω  на [ ]ba,  и на множе-
стве [ ] [ ]dcba ,\,  суммируем её квадрат с весом ( )tω . Тогда в каж-

дой точке ( ) ( )ω
pHdcx ∩∈ ,  при любых ( ]qq ,01 ∈ , 2≥q , 

111 =+ pq , справедливо равенство 

( ) ( )∑
−

=
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0
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q
kn

xfSxf
n

,                                (1.97) 

где ( )xfSk ;  – частная сумма ряда Фурье функции ( )xf  по системе 
( ){ }ωxPk . 
1.3.2. Величина ( )xfH qn ;,  может быть записана в виде  

( ) ( ) ( ) ( )
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где  

( ) ( ) ( )xfSxfxf kk ;; −=ρ  
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Тогда равенство (1.96) принимает вид 
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Используя полученные выше результаты, можно установить ана-
логи равенства (1.100) и в более общих ситуациях, т.е. когда числа 

( )n
kα задаются не только соотношением (1.99). 

Пусть ( )n
kαα = , ,...1,0, =nk , – бесконечная прямоугольная мат-

рица чисел. Каждой функции ( ) ( )baLf ,ω∈  при некотором 0>q  по-
ставим в соответствие величину  
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Ближайшей целью является указание условий, обеспечивающих 
выполнение соотношения  

( ) ( ) 0;;lim =
∞→

αxfR q
nn

.                                       (1.102) 

Следуя Л.Лейндлеру [67] (см., также, [19]), обозначим через γα  

множество матриц α , элементы ( )n
kα  которых при данном фиксиро-

ванном 1>γ  удовлетворяют условию 
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где [ ]a  – целая часть числа а и K – постоянная, не зависящая от m и n. 
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Пусть так же при 0>s  и 1≥ν  
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В принятых обозначениях справедливо следующее утверждение.  

Лемма 1.8. Пусть γαα ∈  и 
1−

=′
γ
γγ . Тогда для любой функции 

( ) ( )baLf ,ω∈  при каждом 0>q  в каждой точке ( )bax ,∈ , в кото-
рой ( ) ±∞≠xf , справедлива оценка 
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где K – постоянная, не зависящая от n. 
Доказательство. Имеем 
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Ясно, что  
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Применяя неравенство Гёльдера и учитывая оценку (1.103), нахо-
дим 
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Величина ℰ ( ) ( )xs
ν  не возрастает по индексу ν , поэтому  
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Сопоставляя соотношения (1.106)–(1.108), приходим к оценке 
(1.105). 

Лемма 1.9. Пусть система ( ){ }ωϕ tk  и функция ( )tf  удовлетво-

ряют условиям теоремы 1.1. Тогда в каждой точке ( )dcx ,∈ , в ко-
торой система ( ){ }ωϕ tk имеет В-свойство и ( )xf  конечна, выполня-
ется соотношение  

ℰ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xxfhKxf mpm
m

q
2,2 ;;sup;1 εδω

ν
ν +≤

≥
,                       (1.109) 

в котором ( ]qq ,01 ∈ , 2≥q , 111 =+ qp , 

( ) 0lim 2 =
∞→

xmm
ε  

и K – постоянная, не зависящая от ν . 

Доказательство этой леммы вытекает из утверждения теоремы 
1.1 и определения величин ℰ ( ) ( )xs

ν . 
На основании последних двух лемм с учетом соотношения (В.9) 

получаем следующее утверждение. 

Теорема 1.2. Пусть γαα ∈  и 
1−

=′
γ
γγ , система функций 

( ){ }ωϕ tk  и функция ( )tf  удовлетворяют условиям теоремы 1.1. То-

гда в каждой точке ( )dcx ,∈ , в которой система ( ){ }ωϕ tk  имеет В-
свойство и ( )xf  конечна, выполняется соотношение  
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в котором ( )
1−′

′
=′′=

q
qqs

γ
γγ , ( ]qq ,01 ∈ , 

γ ′
≥

2q  и K – постоянная, 

не зависящая от  n. 
Обозначим через γα ′  подмножество матриц γαα ∈ , элементы ко-

торых неотрицательны, ( ) 0≥n
kα , и каждая из них определяет метод 

суммирования рядов, регулярный в смысле Тёплица, что, как извест-
но, равносильно выполнению условий 

( )∑
∞

=
∞→

=
0

1lim
k

n
kn

α , ( ) 0lim =
∞→

n
kn

α , ,...1,0=k                         (1.111) 

Для таких матриц справедливо утверждение. 

Теорема 1.3. Пусть γαα ′∈  и 
1−

=′
γ
γγ , система функций 

( ){ }ωϕ tk  и функция ( )tf  удовлетворяют условиям теоремы 1.1, и 

кроме того, на некотором множестве ( )dce ,⊆  система ( ){ }ωϕ tk  

имеет В-свойство. Тогда для любого ( ]qq ,01 ∈ , 
γ ′

≥
2q  в каждой 

точке ( )ω
sHех ∩∈ , ( )′′= qs γ , выполняется равенство  

( ) ( ) 0;lim 1 =
∞→

xfR q
nn

                                        (1.112) 

Действительно, в рассматриваемом случае  
( ) ( ) ( )( ) 0;;suplim 2,2 =+

≥∞→
xxfh mpm

kmk
εδω  

и требуемое заключение следует из (1.110) с учетом соотношений 
(1.111). 
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Как отмечалось, тригонометрическая система удовлетворяет усло-
виям теоремы 1.3, при всех действительных значениях х. Поэтому 
справедливо такое утверждение. 

Следствие 1.6. Пусть γαα ∈  и 
1−

=′
γ
γγ ,. Тогда для любой функ-

ции ( )π2,0Lf ∈  при любом ( ]qq ,01∈ , 
γ ′

≥
2q , в каждой точке ( )ω

sHх∈ , 

( ) 1≡tω , ( )′′= qs γ , т.е. почти всюду выполняется равенство 

( ) ( ) ( ) 0;lim 1

0
=−∑

∞

=
∞→

q
k

k

n
kn

xfSxfα ,                             (1.113) 

где ( )xfSk ;  – частная сумма порядка k ряда Фурье функции ( )xf  
по тригонометрической системе. 

Объединяя утверждения теоремы 1.3 и леммы 1.7, получаем такое 
утверждение. 

Следствие 1.7. Пусть ( ){ }ωtР k  – ортонормированная на [ ]ba,  с 

весом ( )tω  система алгебраических полиномов, равномерно ограни-
ченных на [ ] [ ]badc ,, ⊆  и для каждого [ ]dct ,∈  ( ) 00 >≥ωω t . Пусть, 

далее, ( ) ( )baLf ,ω∈  и на множестве [ ] [ ]dcbaE ,\,=  суммируем её 

квадрат с весом ( )tω  ( ) ( )( )ELf ω
2∈ . Тогда если γαα ′∈  и 

1−
=′
γ
γγ , 

то для любого ( ]qq ,01 ∈ , 
γ ′

≥
2q , в каждой точке ( ) ( )ω

sHdcх ∩∈ , , 

( )′′= qs γ , т.е. почти всюду на ( dc, ), выполняется равенство 

( ) ( ) ( ) 0;lim 1

0

=−∑
∞

=
∞→

q
k

k

n
kn

xfSxfα ,                             (1.114) 

где ( )xfSk ;  – частная сумма порядка k ряда Фурье функции ( )xf  
по системе ( ){ }ωxРk . 
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Каждой функции ( ) ( )baLf ,ω∈  с помощью матрицы ( )n
kα , 

,...1,0, =nk , сопоставим последовательность линейных средних ча-
стных сумм ( )xfSk ;  её ряда Фурье по системе ( ){ }ωϕ хk : 

( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

==
0

;;;;
k

k
n

knn xfSxfUxfU αα .                           (1.115) 

Тогда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =−+−≤− ∑∑
∞

=

∞

= 00

;1;
k

k
n

k
k

n
kn xfSxfxfxfUxf αα  

( ) ( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

+−=
00

;1
k

k
n

k
k

n
k xfxf ραα  

Поэтому на основании теоремы 1.3, получаем следующее утвер-
ждение. 

Теорема 1.4. Пусть при некотором ( ]2,1∈γ  γαα ′∈  и система 

функций ( ){ }ωϕ хk  и функция ( )tf  удовлетворяют условиям теоремы 

1.3. Тогда для любого ( )ω
γHeх ∩∈  выполняется равенство 

( ) ( ) 0;;lim =−
∞→

αxfUxf nn
.                                  (1.116) 

Из этой теоремы для тригонометрической системы и системы ал-
гебраических полиномов выводятся следующие факты. 

Следствие 1.8. Пусть при некотором ( ]2,1∈γ  γαα ′∈ . Тогда 

( )π2,0Lf ∈∀  в каждой точке ( )ω
γHх∈  при ( ) 1≡tω  выполняется ра-

венство  

( ) ( ) ( ) 0;lim
0

=−∑
∞

=
∞→

xfSxf k
k

n
kn

α ,                            (1.117) 
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где ( )xfSk ;  – частная сумма прядка k ряда Фурье функции ( )xf  по 
тригонометрической системе. 

Следствие 1.9. Пусть система ортонормированных на [ ]ba,  ал-
гебраических полиномов ( ){ }ωtPk  и функция ( )tf  удовлетворяют ус-

ловиям следствия 1.7. Тогда если при некотором ( ]2,1∈γ  γαα ′∈ , 

то в каждой точке ( ) ( )ω
γHdcх ∩∈ ,  выполняется равенство  

( ) ( ) ( ) 0;lim
0

=−∑
∞

=
∞→

xfSxf k
k

n
kn

α                             (1.118) 

в котором ( )xfSk ;  – частная сумма прядка k ряда Фурье функции 

( )xf  по системе ( ){ }ωxPk . 
Заметим, что множеству γα ′  принадлежат, в частности, матрицы, 

элементы ( )n
kα  которых неотрицательны и не возрастают по индексу 

k. Такими, к примеру, являются матрицы, определяющие методы Че-
заро ( )δ,C  при 0>δ , метод Абеля-Пуассона, метод Валле-Пуссена, 
логарифмический метод и др.  

Из последнего утверждения получаем следующий положительный 
ответ на проблему Г. Алексича, упомянатую в введении.  

Следствие 1.10. Пусть ( ){ }ωtРk  – ортонормированная на [ ]ba,  с 

весом ( )tω  система алгебраических полиномов, равномерно ограни-
ченных на [ ] [ ]badc ,, ⊂  и для каждого [ ]dct ,∈  ( ) 00 >≥ωω t . Пусть, 

далее, ( ) ( )dcLf ,ω∈ и ( )[ ]ELf ω
2∈ , где [ ] [ ]dcbaE ,\,= . Тогда

( ) ( )dcHx ,2 ∩∈∀ ω , т.е. почти всюду на ( )dc, , 0>∀α выполняется 
равенство 

( ) ( )xfxfnn
=

∞→
;lim ασ , 

где  
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( ) ( )xfSA
A

xf k

n

k
kn

n
n ;1;

0

1∑
=

−
−= α

α
ασ , ( ) ( )( ) ( )n

n
A n

n +++== + αααα
α

α ...21
!

1
, 

,...2,1−−≠α  
– число Чезаро порядка α . 

Теорема 1.4 и следствия 1.8 и 1.9 доставляют достаточные условия 
сходимости в ( )ω

ph  – точках функции ( ) ( )baLf ,ω∈  выражений вида 
(1.115), представляющих собой линейные средние частных сумм 

( )xfSn ; . Пользуясь теоремой 1.1, можно сформулировать также ряд 
утверждений, касающихся сходимости непосредственно самих ли-
нейных средних рядов Фурье по системам ( ){ }ωϕ xk . 

Каждой функции ( ) ( )baLf ,ω∈  с помощью треугольной матрицы 

чисел ( )n
kαα = , ( ) 10 ≡nα , ,...1,0, =nk , ( ) 0≡n

kα , nk > , по её ряду Фурье 

[ ]fS  поставим в соответствие последовательность его линейных 
средних 

( ) ( ) ( ) ( )xcxfAxfA
n

k
kk

n
knn ∑

=

==
0

;;; ϕαα                         (1.119) 

Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 1.5. Пусть система ( ){ }ωϕ tk  и функция ( )tf  удовлетво-

ряют условиям теоремы 1.1 и, кроме того, на некотором множест-
ве ( )dce ,⊆  данная система имеет свойство В. Пусть, далее, эле-
менты ( )n

kα  матрицы α  при некотором ( ]2,1∈p  подчинены усло-
вию  

( ) Kn
p

k

pn
k

p <⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∆∑

∞

=

−

1

0

1 α ,                                 (1.120) 

где  
( ) ( ) ( )n

k
n

k
n

k 1+−=∆ ααα  
и K – величина, равномерно ограниченная по n. 
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Тогда в каждой точке ex∈ , в которой ( )xf  конечна, для любого 
0>δ , входящего в определение В-свойства точки х, выполняется 

неравенство 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxfKhxfAxf npnn εδω +≤− ;;; , , ( ) ( )xfx nn ;;δεε = ,   (1.121) 

где ( ) 0→xnε  при ∞→n  и в каждой точке ( )ω
pHex ∩∈  справед-

ливо равенство 
( ) ( )xfxfAnn

=
∞→

;lim .                                       (1.122) 

Доказательство. Применяя преобразование Абеля, имеем 

( ) ( ) ( ) ( )xfxfAxf
n

k
k

n
kn ;;

0
∑
=

∆=− ρα . 

Поэтому в силу неравенства Гёльдера и оценки (1.120) получаем  

( ) ( ) ( ) ( ) ≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∆≤− ∑∑

==

q
p

n

k

q
k

pn

k

n
kn xfxfAxf

1
1

00
;; ρα  

( )
qn

k

q
k xf

n
K

1

0

;1
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
≤ ∑

=

ρ , 111 =+ qp .                         (1.123) 

Если ex∈ , то в силу теоремы 1.1 из (1.123) следует (1.121), откуда 
при условии, что ( )ω

pHex ∩∈ , убеждаемся в справедливости равен-
ства (1.122). 

Условие (1.120) при 2=p  впервые использовал и исследовал Г.А. 
Фомин [145] в связи с оценками констант Лебега линейных методов 
суммирования рядов Фурье. Позже С.Б. Стечкин [146] в той же связи 
рассматривал случай ( ]2,0∈p . Этому условию удовлетворяет широ-
кий спектр матриц, порождающих линейные методы суммирования и, 
в частности, матрицы, порождающие классические методы. 

Поэтому из теоремы 1.5 вытекают утверждения для тригономет-
рической системы и систем ортогональных алгебраических полино-
мов, повторяющие и дополняющие соответствующие результаты 
многих авторов (см., например, [31], [76], [130], [75], [79]) 
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ГЛАВА II 
СИЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ  
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

 
Данная глава начинается с установления аппроксимационных 

свойств α -средних последовательности отклонений сумм Фурье в 
метрике обобщенного пространства Гёльдера *ωH . Далее исследуют-
ся аппроксимационные свойства ߙ-средних последовательности ߮-
отклонений сумм Фурье на классах функций, введенных А.И. Сте-
панцом (см., например, [112]). Доказываются некоторые обратные 
теоремы сильной аппроксимации. В конце главы приводятся необхо-
димые или достаточные условия принадлежности величин, характе-
ризующих сильную суммируемость рядов Фурье, к лебеговым клас-
сам функций, а также некоторые теоремы вложения. 

 
§2.1. Сильная аппроксимация периодических функций в обоб-

щенной гёльдеровой метрике 
 
Ниже устанавливаются оценки α -средних последовательности 

степенных отклонений π2 -периодических функций суммами Фурье 
в метрике пространства Гёльдера, а также приводятся уточнения не-
которых теорем о порядке приближения линейными средними част-
ных сумм Фурье в пространстве *ωH . 

2.1.1. Объектом исследования являются величины  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
q

nk

q
kk

q
nv

q
nv xfvxfRxfR

1

;;;; ,, ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
== ∑

∞

=

ραα ,                   (2.1) 

где ( ) ( ) ( )xfSxfxf nn ;; −=ρ , 0>q , Nn∈ , Vv∈ – некоторое 
множество точек действительной оси R. 

Пусть ( )π2,0СС =  – пространство непрерывных π2 -
периодических функций ( )xf  с нормой  
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( )xff
xc

max= . 

Обозначим через ( )π2,0** ωω HH =  пространство функций Cf ∈ , 
удовлетворяющих условию 

( ) ( ) ( )yxKyfxf −≤− *ω  Ryx ∈∀ , , ( )fKK = , 

с обобщенной гёльдеровой нормой 

( )yxfff
yx
yx

c
,sup *

,
*

ω
ω

∆+=
≠

+∞<<∞−
,                           (2.2) 

где 

( ) ( ) ( )
( )yx

yfxf
yxf

df

−
−

=∆
*

,*

ω
ω , ( ) 0,0

df
yxf =∆ , 

( )t*ω  – некоторая возрастающая при 0≥t  неотрицательная функ-
ция. Пусть, далее, ( )tω  – функция, с теми же свойствами, что и ( )t*ω  
и ( )πωω 2,0HH =  – множество функций Cf ∈ , удовлетворяющих 
условию 

( ) ( ) ( )yxKyfxf −≤− ω1  Ryx ∈∀ , , ( )fKK = , 

содержащееся в некотором пространстве *ωH . 

В частности, полагая ( ) γω tt =* , ( ) αω tt = , 10 ≤<≤ αγ , в каче-
стве множества ωH  получаем множество  

( ) ( ) ( ){ }fKKRyxyxKyfxfCfH =∈∀−≤−∈=  ,, : α
α в про-

странстве γH  с гёльдеровой нормой  

( ) ( )
γγ yx

yfxf
ff

yx
yx

c −

−
+=

≠
+∞<<∞− ,

sup .                           (2.3) 



Глава II. Сильная аппроксимация периодических функций 

 

74 | Р . А . Л а с у р и я  

 

Источником информации о поведении величин ( ) ( )xfR n
qv ;,  будут 

служить группы отклонений  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
qn

nk

q
kk

q
n

q
n yx

n
yxfHyxH

1
121;;;

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−== ∑
−

=

ρρ ,               (2.4) 

где ( ) ( )xfx kk ;ρρ = . 
Лемма 2.1. Пусть 10 ≤<≤ ηβ . Тогда ωHf ∈∀ , Nn∈∀  и 

Ryx ∈∀ ,  

( ) ( ) ( ) ( )( )
η

β

η
β

ωω
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

1
11;
n

yxOyxH q
n ,                        (2.5) 

где ( )1O  – величина, равномерно ограниченная по Nn∈  Ryx ∈,  и 
зависящая, вообще говоря, от q и ωHf ∈ . 

Доказательство. В силу неравенства (В.9) можно считать, что 
2≥q . Полагая 

( ) ( ) ( ) ( )xftxftxftx 2−−++=ϕ . 

имеем следующие представления  

( ) ( ) ( )dttDtx kxk ∫=
π

ϕ
π

ρ
0

2 , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) =−=− ∫ dttDttyx kyxkk

π

ϕϕ
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ρρ
0

2  

( ) ( )( ) ( )dttDtt kyx
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π

π

π

−
⎥
⎥
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⎢
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+= ∫∫
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2
,  

где 
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( ) ( )
2sin2
21sin

t
tktDk

+
=  

– ядро Дирихле. 
В силу неравенства Минковского для сумм ([153, с. 46]) 
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Оценим в отдельности каждое слагаемое в правой части (2.6) с 
учетом того, что 

( ) ( ) ( )yxKtt yx −≤− ωϕϕ 14 .                                (2.7) 

Поскольку ( ) nktDk 21≤+≤ , 12 −≤≤ nkn , в силу (2.7) имеем  
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Далее воспользуемся следующим представлением ядра ( )tDk : 
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Тогда  
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Положим  
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С учетом этого получаем  
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где ( )gak , ( )gbk  – коэффициенты Фурье функции ( )xg . 
Применяя неравенство Минковского для сумм к правой части по-

следнего неравенства, находим 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
qq n

nk

q

yxk

n

nk

q

yxk
q

n a
n
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n
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1212,
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,        (2.9) 

Далее, вследствие неравенства 

tttg ≥
2

2 , π<≤ t0 ,                                       (2.10) 

функция ( ) ( )ntyx ,1
,Φ  при каждом фиксированном Nn∈  принадлежит 

пространству pL ′ , 21 ≤′< p . Функция ( ) ( )ntyx ,2
,Φ , очевидно, также 

принадлежит к pL ′ . 
Используя известное неравенство Хаусдорфа-Юнга ([35, с. 153]), 

получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
pyxpyx

q
n ntnt

n
yxJ

p ′′
Φ+Φ≤ ,,2, 2

,
1
,2, 1 .            (2.11) 

Принимая во внимание соотношения (2.7) и (2.10), находим 

( ) ( ) ( ) ( )
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⎜
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π
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1
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.                (2.12) 

Аналогично получаем 
( ) ( ) ( ) ( )yxOnt

pyx −=Φ
′

ω1,2
, .                                  (2.13) 

Сопоставляя соотношения (2.11) – (2.13), выводим  
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( ) ( ) ( ) ( )yxOyxJ q
n −= ω1,2, .                                  (2.14) 

Объединяя (2.6), (2.8) и (2.14), находим 
( ) ( ) ( ) ( )yxOyxH q
n −= ω1, ,                                  (2.15) 

где ( )1O  – величина, равномерно ограниченная по n, x, y. 
С другой стороны, в силу неравенства Минковского  
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=

ρρ .                          (2.16) 

На основании результата Л.Лейндлера [67] (см., также, [18]): 

( ) ( )сnq

С

n

nk

q
k fEKx

n

q

≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∑

−

=

1
121 ρ , ( )qKKq = , 

в сочетании с известным неравенством Джексона (см., например, 
[133, с. 272]) 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

n
fAfE cn

1;ω , 

где ( )tf ;ω  – модуль непрерывности функции Сf ∈ , 

( ) ( ) ( )
C

tu
fuftf ⋅−+⋅=

≤
sup;ω , А – абсолютная постоянная, получаем 

оценку  
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⎨
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n q
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n
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q
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q 1;1 1
12

1
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Сопоставляя соотношения (2.16) и (2.17), получаем  
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( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
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⎜
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⎜
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n
O

n
KyxH q

q
n

1112, 2 ωω .                                  (2.18) 

Таким образом, вследствие соотношений (2.15) и (2.18) оконча-
тельно получаем 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )( ) =⋅=
− η
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η
β 1,,, yxHyxHyxH q
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1
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n

yxO  10 ≤<≤ ηβ .                            (2.19) 

Лемма 2.1 доказана. 
Отправляясь от данной леммы, покажем справедливость следую-

щего утверждения. 
Теорема 2.1. Пусть последовательность функций ( )( )vkαα =  

такова, что при каждом фиксированном значении RVv ⊂∈  числа 
( )vkα  неотрицательны, не возрастают по индексу k и 10 ≤<≤ ηβ . 

Тогда *ωω HHf ⊂∈∀  1≥∀q , Nn∈∀  и Vv∈∀  имеет место со-
отношение  
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где ( )1O  – величина, равномерно ограниченная по Nn∈ , Vv∈  и за-
висящая, вообще говоря, от q и ωHf ∈ . 

Доказательство. Требуется оценить величину  
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Применяя известное неравенство  
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с учетом условий на ( )vkα  для любых х, у получаем  
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Пусть ωHf ∈  10 ≤<≤ ηβ . Тогда в силу (2.5) из (2.22)следует  
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Таким образом  
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Аналогично, с учетом неравенства (2.18)имеем 
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Из соотношений (2.21), (2.23) и (2.24) приходим к соотношению 
(2.20), что и завершает доказательство теоремы 2.1. 

Приведем некоторые утверждения и оценки, вытекающие из дока-
занной теоремы.  
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Полагая в соотношении (2.20) 1=n , ( ) ( ) ( ) ( )xfRxfR q
v

q
v ;; 1,= , полу-
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(2.25) 

Отсюда, принимая NV ≡ , ( ) ( ) ( )n
kkk nv ααα == , приходим к тако-

му утверждению. 

Следствие 2.1. Пусть ( )n
kαα = , Nnk ∈,  – бесконечная прямо-

угольная матрица неотрицательных чисел элементы которой не 
возрастают по k при каждом фиксированном Nn∈  и 10 ≤<≤ ηβ . 
Тогда *ωω HHf ⊂∈∀ , 1≥∀q  и Nn∈∀  
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где ( )1O  – величина, имеющая прежний смысл. 

Замечание. Пусть величина ( )tω  является модулем непрерывно-
сти, удовлетворяющая условию 

( ) ( )∑
=

≤
n

k
nBk

n 1
111 ωω , 0>≡ constB .                               (А) 

Тогда существует функция ( ) *0 ωω HHxf ⊂∈ , для которой  

ቛܴ௩,௡
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1≥q .        (2.27) 

В самом деле, положим 
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−−= ωω . 
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Ясно, что 
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В силу условия (А), неравенства (2.28) и неравенства С.Б. Стечки-
на [122] 
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получаем 
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Из (2.30) следует включение ωHf ∈0 . Далее имеем  
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Положим  
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( ) ( ) ( ) ( )xfHxfR q
n

q
n ;;; =α . 

Тогда согласно (2.26) будем иметь  
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в частности, если ( ) αω tt = , ( ) γω tt =* , 10 ≤<≤ αγ , αη = , 
γβ = , замечая, что 
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, 

на основании (2.32) приходим к следующему утверждению. 
Следствие 2.2. Пусть 10 ≤<≤ αγ . Тогда αHf ∈∀  и 1≥∀q  
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где ( )1O  – величины, равномерно ограниченные по n и зависящие, во-
обще говоря, от αHf ∈ , а норма 

γ
⋅  определена равенством (2.3). 

Полагая  
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в силу выпуклости вверх функции ( ) γϕ uu = , 10 ≤< γ , вследствие 
неравенства Иенсена ([153, с. 96]) получаем оценку  
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Следовательно, из оценки (2.27) следует соотношение 
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Предъявим функции ( )tω  следующее условие: 

( ) ( ) ( )tt ωλλω 1+= , 0>λ .                                      (2.35) 
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где  
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+
⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧

== ∑
∞

=

q

k
qq k

qKK , 

[ ]a  – целая часть числа а. 
Таким образом, если выполнено условие (2.35), то имеет место не-

равенство 

( )( ) ( )q

q

nKk
n q

n

k

q 1

1

111
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ωω ≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∑

=

, 1>q .                         (2.36) 

Применяя оценку (2.36) к правой части (2.34) при условиях (2.31) 
и (2.35), получаем 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) η
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∞<<∞− −

−
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q
n , 1>q .  (2.37) 

2.1.2. Пусть ( )n
kλ=Λ  – бесконечная треугольная матрица неотри-

цательных чисел: 
( ) ( ){ },...1,0, ; ,0:0 =>=≥=Λ nknkn

k
n

k λλ  

и рассмотрим линейные средние 

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

==Λ
n

k
k

n
knn xfSxfUxfU

0
;;;; λ  

частных сумм ( )xfSk ;  тригонометрического ряда Фурье [ ]fS , по-
рождаемые матрицей Λ . 

Обобщая один результат Прёсдорфа [87], авторами работы [74] 
была доказана следующая теорема. 
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Теорема В. Пусть ( )n
kλ=Λ  – бесконечная треугольная матрица 

неотрицательных чисел элементы которой подчинены условиям: 
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=

=
n

k

n
k

0
1λ , ,...1,0=n ; 

( ) ( )n
k

n
k 1+≤ λλ , ;1,...,0 −= nk ,...2,1=n . 

Тогда, если αHf ∈ , 10 ≤<≤ αβ , то  
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В работе [132] было получено дальнейшее обобщение теоремы В. 
Теорема С. Пусть ( )n

kλ=Λ  – матрица неотрицательных чисел, 

удовлетворяющая условиям теоремы В. Тогда, если *ωω HHf ⊂∈ , 
10 ≤<≤ ηβ , то 
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Ниже доказываются уточненные варианты теорем В и С. 
Теорема 2.2. Пусть ( )n

kλ=Λ , ;1,...,0 −= nk ,...2,1=n  – беско-

нечная треугольная матрица неотрицательных чисел элементы ко-
торой удовлетворяют условиям 

( )∑
=

=
n

k

n
k

0
1λ , ,...2,1,0=n ; 
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( ) ( )n
k

n
k 1+≤ λλ , ;1,...,0 −= nk ,...2,1=n . 

Тогда, если 10 ≤<≤ ηβ , то *ωω HHf ⊂∈∀  и Nn∈∀  имеет 
место соотношение  
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где ( )1O  – величина, равномерно ограниченная по Nn∈  и зависящая, 
вообще говоря, от ωHf ∈ . 

Оценивая величину  

( )( )
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β

ω
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=
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1
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k

k , 10 ≤<≤ ηβ , 

содержащуюся в (2.38), принимая во внимание выпуклость вверх 
функции ( ) γϕ uu = , 10 ≤< γ , в силу неравенства Иенсена ([153, с. 
96]) получаем 
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С другой стороны, пример функций ( ) βω tt =* , 10 << β , ( ) tt =ω , 
показывает, что величины, содержащиеся в левой и правой частях 
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(2.39) в общем случае не являются величинами одного порядка, по-
скольку для левой части (2.39) 

β

ω
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а для правой части (2.39) 
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n ≍ ( ) ββ −1ln nn , 

где под символом f≍g понимается существование положительных 
постоянных 21, KK  таких, что 

gKfgK 21 ≤≤ , 0, ≥gf . 

Доказательство теоремы 2.2. Положим  
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Требуется оценить величину 
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( ) ( ) ( ) ( )yxIyxI nn

df
,, 21 += .                                     (2.40) 

В силу неравенств  

( ) ( ) ( )yxKtt yx −≤− ωϕϕ 4 ,                                   (2.41) 

( ) ( ) ( )tKtt yx ωϕϕ 4≤− ,                                      (2.42) 

с учетом условий теоремы и неравенства  

π
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2
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находим 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

×
−⋅−

≤ ∫
−

n

t
tttt

yxI yxyx
n

π η
β ηβ

ϕϕϕϕ
π 0

1

1

2sin2
1,  

( ) ( ) ( )( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +×

−

=
∑

η
β

η
β πωωλ

1

0

;1
2
1sin

n
fyxOdttk

n

k

n
k  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
η

β

η
β

η
β

η
β

ωωωω
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−=

11
1;11;1
n

fyxO
n

fyxO     (2.44) 

В следствие монотонности чисел ( )n
kλ , применяя преобразование 

Абеля, получаем 
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t
Otk

n
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С учетом этого и неравенств (2.41), (2.42) 
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Принимая во внимание (2.44) и (2.45), с учетом (2.40) находим 
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где ( )1O  – величина, равномерно ограниченная по n, x и y. 
Стало быть, в условиях теоремы 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ×−
−

=
−

≠
∞<<∞−

≠
∞<<∞− yx

yx
O

yx
yx

yx
yx

n

yx
yx *

sup1
*

,
sup

,, ω
ω

ω
δ η

β

 

( )( ) ( ) ( )( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+× ∑

=

−−
n

k

n
n kn

1

11 11 η
β

η
β

ωλω .                          (2.49) 

Легко понять, что  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎥
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⎤
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⎡
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nСn knOx
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111 ωλωδ .                       (2.50) 

Вследствие (2.49) и (2.50) приходим к (2.38),  чем и завершается 
доказательство теоремы. Полагая в условиях доказанной теоремы 

( ) βω tt =* , ( ) αω tt = , 10 ≤<≤ αβ , αη = , и учитывая, что в этом 
случае  
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, 

приходим к такому утверждению. 
Следствие 2.3. Пусть выполнены все условия теоремы 2.2 и 

10 ≤<≤ αβ . Тогда αHf ∈∀  и Nn∈∀   
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где ( )1O  – величины, равномерно ограниченные по n и зависящие, во-
обще говоря, от αHf ∈ , а норма 

β
⋅  определена равенством (2.3). 

Пусть { }np , ...2,1,0=n  – некоторая неубывающая последователь-
ность неотрицательных чисел и  
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=λ , nk ,...,0= ; 0=kp , nk > , удовле-

творяют условиям теоремы 2.2. Отсюда получаем такое утверждение 
Следствие 2.4. Для любой функции *ωω HHf ⊂∈  имеет место 

соотношение  
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функций классов 0CCψ  через α -средние последовательности ϕ -
наилучших приближений их ψ -производных. Приводятся оценки 

верхних граней величин (2.54) на классах функций ( )εψ 0CC  в мет-
рике пространства С. Метод ( )( )vkαα = , Nk ∈ , Vv∈ , опреде-
ляется как последовательность неотрицательных функций, заданных 
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где число q в силу неравенства для средних (В.9) не меньше числа 2. 
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Φ
( )uϕ

0=

0>onst ( )ϕbb =

( )ϕaa =

),       (2.64)

qLg ′∈ . Со-

          (2.65) 

аем доказа-

ожество не-
одчиненных 

, 

у, функции 

следующего 

Φ∈ . Тогда 

          (2.66) 

N , Rx∈  и 

)
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Неравенство (2.66) уточняет оценку (В.18) в направлении порядка 
скорости сходимости величин ( )xfH n ;,ϕ на ряде важных подмно-
жеств из С. 

Доказательство теоремы 2.3. При доказательстве неравенства 
(2.66) будем следовать в общих чертах схеме рассуждений из работы 
[137].  

Если ( ) 0=ψfEn , то f является тригонометрическим полиномом 
порядка не выше n-1. В этом случае, с учетом определения множества 
Φ , теорема доказана. 

Положим ( ) ( )ψψδ fEc nnn =  и пусть ( ) 0>ψfEn . При каждых 
фиксированных Nn∈ , Rx∈  обозначим  

( ) [ ] ( ) ( ){ }nknn xfnnkxB σδρδσσ ≤≤−∈= ;1:2,, , N∈σ , 

( )xn σµ ,  – количество всех элементов множества ( )xBn σ, . Поскольку 

функция ( )⋅ϕ  не убывает, то  

( ) ( )( )
( )

≤
+

= ∑∑
∈

∞

= xBk
kn

n

xf
n

xfH
σ

ρϕ
σ

ϕ
,

;
1

1;
1

,  

( ) ( )x
n nn σ

σ

µσδϕ ,
11

1 ∑
∞

=+
≤ ,                                       (2.67) 

где предполагается, что если при некотором σ  ( ) { }0, /=xBn σ , то 

( )
0

,

=∑
∈ xBk n σ

. 

Пусть ( ) 1, ≥xn σµ  и ik – все элементы множества ( )xBn σ, . Полагая 

в неравенстве (2.57) ( )xr n σµ ,= , 1=q  и оценивая ( )xn σµ , , находим  

( ) KneKxn
σ

σµ −≤ 1, .                                       (2.68) 

Вследствие неравенства ([137]) 
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( ) Сeu Kσϕ σ
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∞

=1

b=K – те же, что
Ф, с учетом (2.68)

( )n KxfH ϕ ≤ 1, ;

овии, что  

кольку 0lim =
∞→ nn
δ

ыполняется, а вм
то оценку (2.70)
константы. Теоре
ующее утвержде

)α;; x , определяем

рема 2.4. Пусть ±
последовательнос

что при каждом

тают по k. Тогда 

) (
⎩
⎨
⎧

≤ nС
nKxf αα;;

( )ϕK=  – пост
0C  и от последов

ция периодических фу
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( )uСϕ  ⎜
⎝
⎛∈∀u

2
,0

и в соотношения
) из (2.67) получа

( )n Сe Kσδϕ σ

σ

≤
−∑

∞

=1

aKn 2
1

<δ .         

0 , то Nn ∈∃ 0  

месте с ним и со
 можно получить
ема 2.3 доказана. 
ение содержит оц
мой равенством (

∈± 1ψ 0, ±ψ
сть ( )( )vkαα = , 

м фиксированном
0CCf ψ∈∀ , n∈∀

( ) ( ) ( )( nn fEcv ψψϕ

тоянная, не зави

вательности α . 

ункций 

р и я  

⎟
⎠
⎞

aK
1

, ( )ϕСС = ,

ях (2.57) и опреде
аем 

( )nС δϕ ,                

                             

такое, что n >∀

оотношение (2.70
ь за счет соответ

ценку нормы в С
(2.54). 

∈2ψ ′
0  и ∈ϕ

Nk∈ , ( ) ≥vkα
м Vv∈  числа kα

N∈  и Vv∈∀  

)) ( ) ((+∑
∞

=nk
kk cv ψϕα

исящая от n∈

,          (2.69) 

еления мно-

          (2.70) 

          (2.71) 

0n> условие 

0). Если же 
тствующего 

С величины 

Φ . Пусть, 

0≥  Vv∈∀  

( ) ( )kvk ψ  не 

) ( ))
⎭
⎬
⎫

n fE ψψ ,           

(2.72) 

N , Vv∈ , 
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следнее 
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ψ
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( )vkα =

Прин
и Vv∈∀

Отку
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азательство. Сог
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деления функции

( ) (( nn 2 ηψψ =
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2>i
i
να , находим 
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1 nn ψψψ

( )( n22 2
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( )n
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ψ
ψα
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∀
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∞
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2ν
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∑
∞

=

≤
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гласно свойствам 

0 найдется числ

N∈ν  таким, что
раз, получаем (.η
и ( )tη  с учетом по

)) ((n ..2... ηψν==

{ }21,ax νν , где iν

( )) ((≤ 12
1

4 2
1

2
2 n ψψ ν

) ( ))n
df

22 2
12

2 ψψ ν=+

еоремы и (2.73) за

( ) ( )
( )n

nvk

ψ
ψ ν

ν

222
≤

[ ]nnk 2,∈∀  и v∈∀

ие (2.74), а также

) (= ∑∑
+

=

∞

=

n

nk
k

i

i

i

v
12

20
αα

( ) (∑∑
+

=

∞

v
n
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n

i

i
i

12

20
2

ρϕα

( ) (( ψϕα cnv
n

i
n ii 22

2

ов Фурье и аппроксим

р и я  

множества 0 (

ло 1>α  такое, чт

обы 2>να  и пр
( )( ) ) nn ...... > ναη

оследнего неравен

( )( ) )) (n 2.... ψη ν≤

, 2,1=i , выбираю

( ) ( ))+ 2 242 2
2 nn ψν

( )n2ψ .                 

аключаем  

( )vnα                   

V∈ . 

е неравенство (2.6

) ( )( )≤k xf ;ρϕ  

( ))≤xfk ;ρ  

) ( ))ψψ fE
ni2

. 

мация функций 

(см., напри-

то ( ) tt αη >  

рименяя по-
n2> . В си-

нства  

)n2 . 

ются из ус-

) ≤2
1

 

          (2.73) 

        (2.74) 

66), Rx∈∀  
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( ) ( )≤αϕ ;;, xfH n
v  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+≤ ∑ ∑
∞

= = −

ψψ ψϕαψϕα fEcvfEcvnK
nn

i
n

n

nk
nnn iii

i

i
22

1
2

2

2 1

    (2.75) 

Рассуждая, как и при выводе неравенства (2.74), [ ]nnk ii 2,2 1−∈∀  
находим  

( ) ( )vv kni αα ν2
2

≤    Vv∈∀ . 

С учетом того, что величина ( )ψnc  не возрастает  из (2.75), полу-
чаем 

( ) ( ) ≤
С

n
v xfH αϕ ;;,  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+≤ ∑
∞

=

ψψ ψϕαψϕα fEcvfEcvnK kk
nk

knnn , ( )ϕKK = , 

чем и завершается доказательство теоремы 2.4. 
Полагая в (2.72) ݊ ൌ 1, находим  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤ ∑∑
∞

=

∞

=

ψψϕαρϕα fEcvKxfv kk
k

k
С

k
k

k
11

; .        (2.76) 

Если, к примеру, NV ≡ , а матрица чисел ( )( ) ( )n
kk v ααα ==  за-

дает некоторый метод суммирования рядов, элементы которой при 
каждом фиксированном Nn∈  удовлетворяют условию теоремы 2.4, 
то отправляясь от соотношения (2.76) получаем оценки для достаточ-
но широкого спектра α -средних последовательности ϕ -отклонений. 
В частности, полагая 

( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤≤
=

,  ,0

;1 ,1

nk

nk
nn

kα  
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следует оценка дл

((
⎩
⎨
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≤ ∑
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K k
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k 1

1

получаются для
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n 2
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ψ
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∞

∈2ψ с, а ± 1ψ
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С

n
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∞

=

ψ ϕα vf
nk

k

и  выбирают

)
2

cos πβk , ( )2ψ k
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агая, что числа 

то же самое ус
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β∈∀
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⎬
⎫ψψ fEk , K =
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278]) 
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∈ 0 ( с⊂
ринимает вид 
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⎭
⎬
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2
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ψ
β
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ψ
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∞
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Пусть, далее, функция ( )⋅ϕ  неотрицательна, строго возрастаю-

щая и выпуклая вверх на [ )+∞,0 , ( ) 00 =ϕ , ( ) ( )⋅=⋅ −1ϕϕ
df

 – обратная к 
ней функция, удовлетворяющая условию 

( ) ( ) ( )[ ]2121 ttAtt ϕϕϕ +≤+  0, 21 >∀ tt ,                          (2.83) 

где 0>≡ constA . Если при некотором ( )1,0∈δ  

( )
( ) ( )( ) +∞<

−∫ du
uuuuu

uuδ
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2.3.2. Теорему 2.6 можно обобщить в следующем направлении. 
Согласно определению [113, с. 115] пара ( )βψ ,  принадлежит 

множеству СВ  ( )( )СB∈βψ , , если для любого тригонометрического 

полинома ( )⋅nT  порядка n выполняется неравенство  

( ) ( ) ( ) ( )
Сncn TnOT ⋅≤⋅ −11 ψψ

β ,                              (2.95) 

в котором ( )1O -величина, равномерно ограниченная по n и по nT . 
В [113, с. 115-120] указаны некоторые достаточные условия вклю-

чения ( ) СВ∈βψ , .  
Имеет место следующее утверждение. 
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§2.4. Сильная суммируемость и коэффициенты Фурье. 
 

2.4.1. Введем в рассмотрение величину 
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∞

=

−∆==
0

;;;
k

p
kkpp xfSxfxfHxH λλ , 0>p           (2.108) 

. 
Здесь приводятся необходимые или достаточные условия при-

надлежности величин  к лебеговым классам в терминах коэф-

фициентов Фурье функций , а также устанавливаются некото-
рые теоремы вложения в терминах наилучших приближений. В даль-
нейшем везде в этом параграфе предполагается, что последователь-
ность чисел  неотрицательна и не убывает. 

Теорема 2.8. Пусть . Для того, что-

бы ряд (2.108) сходился (п.в.) на  к некоторой функции 
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где – положительная константа, зависящая только от р. 
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Ниже будет показано, что условие (2.109) является и достаточ-
ным на некотором классе функций из , а неравенство 

(2.110) не улучшаемо. Неравенство (2.112) также не улучшаемо по 
порядку на классе функций из .  

Доказательство. Положим 
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. 
В силу известной теоремы Харди и Литтлвуда ([35, с.165]): 

,                (2.114)

, ,                                                       

находим  

 

               (2.115) 
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(2.115): 
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Переходя к пределу при , приходим к неравенству 
(2.110).  

Пусть . Воспользуемся неравенством  

, , 
которое вытекает из неравенства Гёльдера и неравенством 

, , . 

Тогда в силу равенства Парсеваля получаем  

 

      

(2.117) 
Применяя преобразование Абеля к правой части (2.117), нахо-

дим  

 

. 

Поэтому из (2.117) вытекает, что  

. 

Переходя к пределу при , приходим к неравенству 
(2.112). Теорема 2.8 доказана. 
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Теорема 2.9. Для того, чтобы ряд (2.108) сходился  (п.в.) на 
 к некоторой функции  , , при условии 

, 

достаточно выполнение условия 

 ,           (2.118) 

причем 

,         (2.119) 

а при  и сходимости ряда 

, 

достаточно выполнение условия 
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причем 

,       (2.121) 

где  – положительная константа, зависящая только от р. 

Теорема 2.9 не уточняема в смысле приведенных в ней условий.  
Доказательство. Пусть . Воспользуемся теоремой Харди 

и Литтлвуда ([35, с. 165]): 

,                 (2.112) 

при условии, что ряд справа сходится.  
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Тогда имеем 

 (2.123) 

Применяя преобразование Абеля, находим 
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Поэтому  

 

Отсюда, учитывая условие (2.118), по теореме  Б. Леви ([1, 
с.19]) заключаем, что 

 

Неравенство (2.119) установлено.  
Пусть . Вследствие неравенств 
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том равенства Парсеваля будем иметь 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∑ ∑∑∫∫
∞

=

−
∞

+==

++∆≤∆=
0

2

1

22

0

2

0

2

0
, 1;

2

k

p

km
mm

n

k
kp

p
kkpn mfbfaKdxxfdxxH

p

λρλ
ππ

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) +++−=++∆ −

=

−
∞

+==
∑∑∑ 222

0
0

2

1

22

0
11 2

2
p

kk

n

k
k

p

km
mm

n

k
k kfbfamfbfa

p
p

λλλ

( ) ( ) ( )( ) ( )∑
∞

+=

−
+ ++−+

1

222
01 12

nm

p
mmn mfbfa

p

λλ

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
⎭
⎬
⎫

++−+

⎩
⎨
⎧

+++−≤

−
∞

+=
+

−

=

∑

∑∫

2

1

22
01

2

1

22
0

2

0
,

1

1

2

2

p

nm
mmn

p
n

k
kkkppn

mfbfa

kfbfaKdxxH

p

p

λλ

λλ
π

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .1 2

1

22
0

2

0

2 −
∞

=
++−≤ ∑∫ p

k
kkkpp kfbfaKdxxH

p

λλ
π

21 ≤< p

10  , ≤<≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ∑∑ raa
i

r
i

r

i
i ( ) sp ff sp

11
2 −≤ π 1≥> ps

( ) ( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆≤∆= ∑ ∫∑ ∫∫

==

n

k
kkp

n

k

p
kkpn

p

dxxfKdxxfdxxH
0

2

0

2

0

2

0

2

0
,

2

;;
πππ

ρλρλ



Глава II. Сильная аппроксимация периодических функций 

 

124 | Р . А . Л а с у р и я  

 

(2.125) 

Применяя преобразование Абеля к правой части (2.125), нахо-
дим 

 

 

Отсюда, учитывая условие (2.120), по теореме Б. Леви заключа-
ем, что 

. 

Теорема 2.9 доказана. 
Положим 

. 

Теорема 2.10. Пусть . Для того, чтобы 

ряд (2.108) сходился (п.в.) на  к некоторой функции 
 необходимо и достаточно выполнение усло-

вия 
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Доказательство. Необходимость. Пусть 

. Используя неравенство [35, с. 194] 
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Достаточность. Пусть , 

. Имеем  

 
Используя неравенство [35, с. 194] 

, , 

где ,  а также неравенство Харди [153, с. 308] 

 , , 

заключаем, что сходимость последнего ряда равносильна условию 
. Далее  

, 
.
 Применяя преобразование Абеля, получаем 
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равносильна условию , , учитывая (2.126) по теореме 

Б.Леви заключаем, что 

( )( ) ∞<+∑
∞

=

−

0

21
k

pp
kk kgaλ

( ) ( )π2,0*
pLxg ∈

( ) ( ) ( ) .;2;;;
00 0

2

0

2

0
, ∫∑ ∑∫∫

= =
∆=∆=

πππ

ρλρλλ dxxgdxxgdxxgH p
k

n

k

n

k
k

p
kkpn

( ) ∑∫
∞

=

−≤
1

2

0 n

p
np

p nACdxxg
π

1>∀p

∑
=

=
n

k
kn aA

0

( ) ( )∑∑
∞

=

−
∞

=

− +≤
0

2

1

2 1
n

p
n

p

n
p

p
n ganCAn 1>p

( )π2,0*
pLg∈

( ) ( ) ( )∑∑∑∑∫
∞

+=

−

=

∞

+=

−

=

+∆≤∆≤
1

2

0

1

1

2

0

2

0
, 1;;

km

p
m

p
n

k
kp

km

p
m

n

k
kppn amCAmCdxxgH λλλ

π

1>p

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 2

1
01

2

1
0

1
2

0
, 11;; −

∞

+=
+

−

=
+−++−≤ ∑∑∫ p

nm

p
mn

pp
k

n

k
kppn mgakgaCdxxgH λλλλλ

π

( )∑
∞

=

−+
01

21
n

pp
n na

*
pLg∈ 1>p



Сильная суммируемость рядов Фурье и аппроксимация функций 

127 | Р . А . Л а с у р и я  

 

( ) ( ) ( )( )∫ ∑
∞

=

−+−≤
π

λλλ
2

0 1

2
0 1;;

k

pp
kkpp kgaCdxxgH .

 
Теорема доказана. 
Теорема 2.10 показывает неуточняемость соотношений  (2.110) 

и (2.119) на классе . 

Пусть Е-подмножество в . Функция 
называется Е-спектральной [158, с. 261], если 

,  для всех  . Пусть Т-
множество всех тригонометрических полиномов, ТЕ-множество всех 
Е-спектральных тригонометрических полиномов, т.е. , если 

, 

причем  и  равны нулю вне какого-то конечного множества 
значений . В данном случае множество Е можно считать ко-
нечным. Подмножество Е в  называется множеством Сидона [158, 
с. 268], если  

, 
 , . 

Известно [158 с. 208], что если Е-множество Сидона, то 
 и  имеет место неравенство 
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а также  и , 

,              (2.128) 
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Теорема 2.11. Пусть Е-множество Сидона, . Тогда 
при  

,     (2.129) 

а при  

,     (2.130) 

Доказательство. Положим 
. В силу условий теоре-

мы и неравенства (2.128), находим  
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.
 

Тогда последнее неравенство принимает вид  

, . 

Отсюда  

. 

Применяя преобразование Абеля и переходя к пределу при 
, окончательно получаем 

. 

Пусть . В силу неравенства (2.127) находим  
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. 

Далее используем неравенство [153. с. 80]. 

, .                                    (2.131) 

С учетом приведенных выше обозначений и неравенства 
(2.131), находим 
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Применяя преобразование Абеля, получаем 
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Переходя к пределу, получаем (2.130). Соотношения (2.129), 
(2.130) показывают неуточняемость соотношений (2.112) и (2.121) на 
классе . 
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Теорема 2.12. Пусть . Для того, чтобы ряд 
(2.108) при р=2 сходился (п.в.) на  к некоторой функции 

 необходимо и достаточно выполнение условия 

,                                         (2.132) 

причем 

.                         (2.133) 

Доказательство. Пусть . Тогда по теореме Б. 
Леви и равенству Парсеваля находим  

 

.                                 (2.134) 

Применяя преобразование Абеля 

 

, (2.135) 

.       
Из существование предела (2.134) следует, существование пре-

дела в правой части (2.135), что равносильно условию (2.132). Поэто-
му из (2.134) следует равенство 

. 

Обратно, пусть выполняется условие (2.132). Тогда из равенст-
ва (2.135) вытекает сходимость ряда 
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и 

  
Отсюда по теореме Б. Леви заключаем, что предельная функция 

. Теорема доказана. 

Теорема 2.12 в части необходимого и достаточного условия 
следует также из утверждений теорем 2.8 и 2.9 при р=2. Этот резуль-
тат был установлен Г.А. Фоминым ([147]). 

2.4.2. Пусть  – наилучшее прибли-

жение функции  тригонометрическими полиномами 

степени не выше n: 

, . 

Теорема 2.13. Если  
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 ,         (2.139) 

то 

, 

если при  , 

,                      (2.140) 

то 

. 

Доказательство. Пусть выполнено условие (2.136). Это усло-
вие эквивалентно условию  

 
                      (2.141) 

на основании того, что 
 , . 

Отсюда по теореме Б. Леви ряд 

 

сходится почти всюду к функции . Тогда в силу 

теоремы 2.8 заключаем, что при  
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. 

Пусть . Используя отношения (2.123), (2.124), находим 
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, . 

Отсюда, в силу (2.139) получаем сходимость ряда (2.136). Ана-
логично, пользуясь соотношениями (2.125) и преобразованием Абеля 
на основании (2.140) приходим к сходимости ряда (2.136) и при 

. Теорема доказана. 
Перейдем к теоремам вложения. 
Теорема 2.14. Если при  
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то ряд 
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Доказательство. Будем считать, что , . 

Обозначим , , , . Тогда в силу 

(2.142) 

. 

Это равносильно условию 

, . 

Отсюда по теореме Б. Леви ряд 

 

почти всюду сходится к некоторой суммируемой функции. 
Применяя неравенство Гёльдера, получаем 
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,
 

. 

Отсюда 

,

 

т.е. ряд (2.143) сходится (п.в.) к некоторой функции из , 

. 
Теорема 2.15. Если ряд (2.143) сходится почти всюду к неко-

торой функции , то при  
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а при  
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Доказательство. Применяя преобразование Абеля, находим 
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.
 

Пусть . Тогда в силу неравенства (2.114)  

 

 

. 
 
Отсюда следует справедливость (2.144). 

Пусть . Тогда включение  влечет включение 

. Отсюда в силу результата Г.А. Фомина [147]: 

, 

убеждаемся в справедливости теоремы. 
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ГЛАВА III 

КРАТНЫЕ СУММЫ ФУРЬЕ И ϕ - СИЛЬНАЯ АППРОКСИ-
МАЦИЯ НА КЛАССАХ ψ -ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ 

ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

В данной главе устанавливаются многомерные аналоги неравенств 
типа Лебега на классах функций 1),(),(0 ≥pTLLТСС m

p
m ψψ , в про-

странствах )( mТС  и )( m
S ТL  соответственно. Сформулировано ут-

верждение, содержащее асимптотическое равенство для отклонений 
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последовательности φ-отклонений прямоугольных сумм Фурье на 

классах функций )(0 mТССψ . 

§3.1. Отклонения прямоугольных сумм Фурье на классах 
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рядку, и в нем константу 2

4
π

 уменьшить нельзя. В то же  время, как 

показано А. И. Степанцом в [108-110,112], существуют важные под-
множества функций из С, для которых соотношение (3.1) оказывается 
неточным даже по порядку. В указанных работах доказан ряд утвер-



ждений,
диффере

Ближ
приводи

Один
суммами
дующем

Теор

Cf ψ∈∀

(n fρ

где О(1)

Для л
0ССψ н

и для нее

Втор
(3.2) аси
рых важ
является

где 

Сильная

13

, уточняющих 
енцируемых функ
жайшей целью яв
имых ниже утверж
н из аналогов нер
и Фурье функци
м утверждении. 

рема 1D . Пусть
0Cψ  при любом n

) (
n

C t
xf ⎜⎜

⎝

⎛
≤ ∫

∞2; 2ψ
π

(
df
= ℰ )( ψCn +∞

) – величина, равн

любой функции f

найдется функци
е соотношение (3

ая часть теоремы
имптотически точ
жных подмножест
я класс 

С =∞
ψ

я суммируемость рядо

39 | Р . А . Л а с у р

 

неравенство 
кций. 
вляется установле
ждений в этом на
равенства Лебега 
ий небольшой гл

∈± 1ψ 0 , ±ψ
∈n  N справедливо

( )
ndt

t
+ ln)(4

2 ψπ

())()1( ψ fEnO n+

номерно ограничен

0ССf ψ∈ при каж

ия F(x)=F(f;n;x) т
3.2) переходит в р

ы D1 показывает, в
чно на всем прост
тв из 0ССψ . Од

{ ,: fCff ∈ ψ

ов Фурье и аппроксим

р и я  

(3.1) на кла

ение многомерны
правлении. 
(3.1) в случае пр

ладкости содержи

∈ψ '
0 = 0∩

о неравенство 

EnOn ⎟⎟
⎠

⎞
+ )()1(n ψ

)ψf ,                      

нная по n и по f ∈

ждом Nn∈  в про

такая, что En(F ψ

равенство. 

в частности, что н
транстве 0ССψ  и
дним из таких по

},0
MSf ∈ψ  

мация функций 

ассах ψ -

ых аналогов 

риближения 
ится в сле-

' . Тогда 

df

n fE =)( ψ  

            (3.2) 

0ССψ∈ . 

остранстве 
ψ )=En(

ψf ) 

неравенство 
и на некото-
одмножеств 



Глава III. К

В эт

ℰ (Cn

где  

и в (3.3)

Инте
вержден

Теор
n∈N 

;(ρ xfn

(3.4) 
где О(1)

Пуст

где 1 =S

Кратные суммы Фурь

14

⎩
⎨
⎧

= ϕϕ :0SM

том случае имеет

( )2) 2 d
t

t
C

n

ψ
π

ψ ≤ ∫
∞

∞

ℰ ψ
∞ =Cn s)(

 строго неравенст

егральный аналог
нии (см., наприме

рема D2. Если ±ψ1

( )2
1

2)
ψ

π t
t

x
n

⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫

∞

) – величина равно

(n fE

ть 

SLψ

{ }1:
1
≤= ϕϕ . Тог

ье 

 

40 | Р . А . Л а с у р

 

=ϕ )(sup tfess
t

M

т место соотношен

( )ln4
2 nndt ψ

π
++

{ −− fSxf n ()(sup 1

тва быть не може

г теоремы 1D  сод
ер, [112, c. 252]). 

1∈ 0  и ±ψ1∈

2 ln)(4 ψ
π

nndt +

омерно ограничен

)1
121

inf=
−ℑ∈−t

ff
nn

ψψ

{0
1 : fLfS ∈= ψψ

гда 0
1SLf ψ∈∀  

р и я  

=≤ ∫
−

π

π

0)(,1) dttf

ние  

)()1( nO ψ+ ,         

}ψ
∞∈Cfxf ;); , 

ет. 

держится в след

'
0 , то ψLf ∈∀

()()1( ψ EnOn n⎟⎟
⎠

⎞
+

нная по n, и  

11−− nt . 

}0
1S∈ , 

⎭
⎬
⎫

0 . 

            (3.3) 

дующем ут-

ψ при любом 

1)( ψf ,   



Сильная суммируемость рядов Фурье и аппроксимация функций 

141 | Р . А . Л а с у р и я  

 

( ) ),()1(ln)(4)(2; 2
2

1
nOnndt

t
t

xf
n

n ψψ
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                   (3.5) 

причем в (3.5) строго неравенства быть не может. 
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P – множество всех точек ( ) m
m R∈= γγγ ,...,1 , координаты которых 
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ψ
µ

µ

i

m

k
n fE )(

2
1,

∑∏
=′

+
m

k
iii nK

1~\

)(
µµ

ψ

еют прежний см
ψLf ∈ . 

 
 
 
 
 

р и я  

,
11

Kg≤  

2D , а именно. 
( ) ∈2

iψ '
0 ,  i = 1

1)()( fbL n
i ψψ + ,  

,ln)(4
2 iii nn+ ψ

π

ℰ ∏
∈ µµ

ψ ψ
~\

)(
i

in KL i

i

×∏
′′∈µ

ψ ii n )(  

∑ ∏
= ∈k i

n fE 1, )(
µ µ

ψ
µ

µ

ысл, Ki – постоян

,...,m. Тогда 

         (3.68) 

+ψ )( ii n  

∏ iii nK )(
µ

ψ , 

нные, не за-
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§3.2. Асимптотика приближения ψ – дифференцируемых 

 функций многих переменных 

В этом параграфе дается асимптотика приближения ψ – диффе-
ренцируемых функций многих переменных некоторыми линейными 
методами суммирования рядов. 

Пусть [ ]mmT ππ ,−= – m-мерный куб,  mZ – целочисленная ре-
шетка в m-мерном евклидовом пространстве ,mR  

mm yxyxxy ++= ......11 , xxx = , )( mTC –  пространство непре-

рывных на mT  функций )(xf , π2 - периодических по каждой пере-
менной с нормой 

)(max xff
mTxC ∈

= , 

 [ ] ∑
∈

=
mZk

ikx
k efсfS )(                               (3.69) 

– ряд Фурье функции )( mTCf ∈ ,  

∫ ∈= −−

mT

mikym
k Zkdyeyffс ,)()2()( π  

– коэффициенты Фурье функции )(xf . 

Пусть )(tψ – произвольная функция, определенная при всех дей-
ствительных 0>t ,  

,0
)0(

1 df
=

ψ
 ,0)( ≠kψ  { }.0\mZk ∈  

Если ряд  
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 ∑
∈ mZk

ikx
k efc

k
)(

)(
1

ψ
                                       (3.70) 

является рядом Фурье некоторой функции из )( mTC ,  которую обо-
значим через ),(xf ψ  то эту функцию назовем  ψ – производной 
функции ).(xf  Множество функций )( mTCf ∈ , удовлетворяющих 

таким условиям, обозначим  )( mTCСψ . В случае rkk 2)( −=ψ , 

Nr∈ , говорят, что )( mTCf ∈  имеет r-й обобщенный Лапласиан, а 
Sr – класс функций, имеющих r-й обобщенный Лапласиан 
( )Nrff r ∈∆= ,~ψ , при r

mkk −++= ......( 1ψ ) имеем класс функ-

ций, обладающих r-й обобщенной производной Рисса ).( fDf r=ψ  

Пусть, далее, метод суммирования );( ΛfUn ,  Nn∈ , ряда Фурье 

(3.69) функций класса )( mTCСψ  задан последовательностью функ-
ций )( )(n

kλ=Λ ,  mZk ∈ , Nn∈ ,  причем,  

 [ ] ∑
∈

=Λ
mZk

ikx
k

n
kn efcxfUS ,)();;( )(λ                                 (3.71) 

а )()( n
k

n µµ = , mZk ∈ , Nn∈ , определяет последовательность муль-

типликаторов в пространстве  )( mTC , т. е. ряд 

∑
∈ mZk

ikx
k

n
k efc )()(µ  

есть ряд Фурье некоторой функции  )();;(~ m
n TCxfU ∈µ  и  

( )
Cn

fCC

n

M

n
k xfU );;(~sup

1

)( µµµ
≤→

== . 

Если   
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∞<
∈ C

n
k

Nn

)(sup µ , 

то последовательность )(nµ  называется равномерно ограниченной в 

)( mTC . Достаточные условия равномерной ограниченности мульти-
пликаторов в )( mTC в случае m = 1 хорошо известны (см., например, 
[112, с. 100]. В случае кратных рядов Фурье, когда 

;,,)( NnZk
n
k mn

k ∈∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= µµ  такие условия содержатся, например, 

в [140]. Одно из условий заключается в принадлежности функции 
,),( mRuu ∈µ  алгебре )( mRB  – преобразований Фурье конечных 

борелевых мер на mR : 

,)()( ∫ −=
mR

iux udex νµ  

с нормой  

+∞<= νµ varinf
B

. 

Пусть, далее,  ,0)( ≠kiψ  { }0\,2,1,0
)0(

1 m
df

i

Zki ∈==
ψ

 – произ-

вольные функции. Следуя [105] (см. также, [106, с. 35], [112, с. 145]), 
будем говорить, что величина 1ψ  с– предшествует величине 2ψ и 

записывать 21 ψψ
с
≤ , если из включения  )(2 mTCCf ψ∈ следует су-

ществование ).(1 mTCf ∈ψ  В этом случае справедливо соотношение 

[ ]21
2

1 )( ψψ
ψ

ψ fSfS =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ . 

Действительно, ряды 
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∑
∈

=
mZk

ikx
k

i

iefс
k

,2,1,)(
)(

1
ψ

 

являются рядами Фурье функций )(1 ⋅ψf  и )(2 ⋅ψf ,  соответственно. 

При i =1 

,)(][ 11 ∑
∈

=
mZk

ikx
k efсfS ψψ  

где 

m
k

i
k Zkfс

k
fс ∈= ),(

)(
1)( 1

ψ
ψ . 

Отсюда  

],[)(
)(
)(

)( 211
2

1

2

1 ψψψ
ψ

ψ

ψ
ψ

fSefс
k
k

fS ikx
k

Zk m

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ∑
∈

 

где   0
)0(
)0(

2

1
df
=

ψ
ψ . 

Стало быть  

)()( 21
2

1 mm TCCfTCCf ψψ
ψ

ψ ∈∀∈ . 

Пусть теперь ряд  

 ikx

Zk

e
k
k

m

−

∈
∑

}0{\ 2

1

)(
)(

ψ
ψ                                              (3.72) 

является рядом Фурье некоторой суммируемой 2π – периодической 

по каждой переменной функции .),(),(
1

2

ψ
ψψψψ

df
mTLDxD =∈  То-

гда )(2 mTCCf ψ∈∀  ряд 
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 ∑
∈ mZk

ikx
k efc

k
)(

|)(|
1

1ψ
                                          (3.73) 

является рядом Фурье некоторой непрерывной функции ).(1 xf ψ  В 
самом деле, учитывая условия ( ) ( ),,2 mm TLDTCf ∈∈ ψ

ψ  функция 

( ) ( ) ∫ −= −

mT

m dttDtxfxI )()(2 2
ψ

ψπ  

является непрерывной. Рассматривая для нее ряд Фурье убеждаемся, 
что он совпадает с рядом (3.73). 

Если },0{\,0,||
)(
)(

1

2 mr Zkrk
k
k

∈>= −

ψ
ψ

 ряд (3.72) является ря-

дом Фурье суммируемой функции ψD и тогда 21 ψψ
C
≤ , в частности, 

при ( ) ,|||| 1
1

rkk −=ψ  ( ) 2||||2
rkk −=ψ , },0{\mZk ∈ ,0, 21 >rr  из из-

ложенного выше следует, что 21 ψψ
C
≤ . 

В дальнейшем нам понадобится следующий факт. Если 
Nnn ∈,)(µ , – последовательность мультипликаторов, равномерно 

ограниченная в )( mTC  и mZk ∈∀  )(0)( ∞→→ nn
kµ , то  

 ∞→= nоxfU
Cn    ),1();;(~ µ .                             (3.74) 

Действительно, в этом случае 

),();;(~ m
CCn TCffKxfU ∈∀≤µ  

где K  – величина, независящая от Nn∈ . Отсюда для любого поли-
нома )(xT  
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CnCCnCnCn xTUTfKxTUxTfUxfU );;(~);;(~);;(~);;(~ µµµµ +−≤+−= . 

За счет надлежащего выбора T(х) первое слагаемое можно сделать 
сколь угодно малым. Учитывая, что при любом достаточно большом 
n сумма );;(~ µxTUn  содержит одинаковое число членов, в силу усло-

вия )(0)( ∞→→ nn
kµ  заключаем, что 

.),1();;(~ ∞→= noxTU
Cn µ  

Имеет место следующее утверждение. 

Теорема 3.7. Пусть )(tSψ , s = 1,...,r,  r∈N, – система произволь-

ных функций, определенных при всех t > 0,  ,0
)0(

1 df

s

=
ψ

 

};0{\,0|)(| m
s Zkk ∈>ψ  )(nsϕ , rs ,...,1= ,  r∈N – произвольная 

система последовательностей действительных положительных чи-
сел, )()( ~ n

k
n

k λλ ==Λ , NnZk m ∈∈ , , – матрица чисел такая, что 

,,
|)(|
)(

|)(|
)(~

0

)( ∞→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=∑

=

n
k
n

o
k
n

a
r

r
r

s s

s
s

n
k ψ

ϕ
ψ
ϕ

λ   ,1)(|)(| 00 == nk ϕψ     (3.75) 

где as, rs ,...,1,0=  – некоторые действительные числа, a0 =1. Пусть, 
далее,  

)(
)(

|)(|
)(

0

)()()(

n
k

k
na

r

r
r

s s

s
s

n
k

df
n

k
n

ϕ
ψ

ψ
ϕλµµ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== ∑

=

                                (3.76) 

порождает последовательность мультипликаторов, равномерно 

ограниченную в )( mTC . Тогда, если r

c

s ψψ ≤ ,1,...,1 −=∀ rs  то 

)( mTCCf rψ∈∀  равномерно по x имеет место асимптотическое 
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равенство 

 .)),(()()()();;(
1

∞→+=−Λ ∑
=

nnoxfnaxfxfU r

r

s
ssn

s ϕϕ ψ        (3.77) 

Полагая, в частности, ,|||)(| 2s
s kk −=ψ }0{\mZk∈ , ,)( 2S

S nn −=ϕ  

,,....,1 rs = Nr∈ , ,Nn∈  ,)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n
kn

k λλ  в условиях теоремы 3.7 полу-

чим асимптотику приближения функций класса rS , найденную в ра-
боте [42]: 

.,1)(~
)();;( 2

1
2 ∞→⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

∆
=−Λ ∑

=

n
n

o
n

xfaxfxfU r

r

s
s

s

sn          (3.78) 

Равенства вида (2.78) в случае m = 1 восходят к работам Е. В. Во-
роновской [13], C. Н. Бернштейна [10]. В m-мерном случае (m > 1) 
асимптотика приближения конкретными методами суммирования 
рядов исследовалась в работах [21], [30]. В частности, в классе Sr  для 
средних типа Абеля-Пуассона 

,||~ ||
)(

α

λλλ
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= n

k
n

k e
n
k

n
k ,0>α  

(в этом случае (см. [42]) по теореме Лефстрема [70] )()( mRBu ∈µ ) 
асимптотика приближения установлена Б. И. Голубовым [21]. 

Доказательство теоремы 3.7. В силу условий теоремы ряд  

∑
∈ mZk

ikx
k

r

n
k efc

k
)(

|)(|
1)(

ψ
µ  

)( mTCCf rψ∈∀  является рядом Фурье некоторой функции из 

)( mTC . 

Далее, с учетом того, что ,10 =a 100

df
==ψϕ  
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∑ ∑ ∑
∈ ∈ =
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−==
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ikx
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n
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ikx
k

r

n
k

df

n efc
nk

n
aefc

k
xI )(

)(
1

|)(|
)(

)(
|)(|

1)(
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)()(

ϕψ
ϕ

λ
ψ

µ

 

( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= ∑ ∑∑∑

∈ ∈=∈m mmZk Zk

ikx
k

s

r

s
ss

Zk

ikx
k

ikx
k

n
k

r

efc
k

naefcefc
n ||

1)()()(
)(

1
1

)(

ψ
ϕλ

ϕ
 

.)()()();;(
)(

1
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−Λ= ∑

=

r

s
ssn

r

xfnaxfxfU
n

S Sψϕ
ϕ

 

Поскольку )()( mTCxf S ∈ψ , s=1,….,r–1, то )();;( m
n TCxfU ∈Λ . 

В силу условия (3.75) )()( ∞→→ non
kµ , mZk ∈ . Отсюда, принимая 

во внимание (3.74) 

),1()( oxI
Cn =  ∞→n , 

приходим к  утверждению теоремы. 
Рассмотрим вопрос об обращении теоремы 3.7. Соответствующее 

утверждение содержится в следующей теореме.  
Теорема 3.8. Пусть ( ) ( ) ( ) ,1,~

0 ===Λ nn
k

n
k λλλ  ,, NnZk m ∈∈  – 

матрица чисел, задающая последовательность мультипликаторов 
равномерно ограниченную в )( mTC  и выполнены условия (3.75), (3.76) 
теоремы 3.7. Если при некотором Nr ∈  для )( mTCf ∈  имеет ме-
сто асимптотическое равенство равномерно по x: 

∑
=

∞→+=−Λ
r

s
rssn nnonxgxfxfU

1

)),(()()()();;( ϕϕ ,           (3.79) 

где )()( m
s TCxg ∈ , s=1,…..,r, то )( mTCCf rψ∈  и ).()( xgxfa ss

s =ψ  
Доказательство. Как и в работе [42] воспользуемся приемом Фа-

вара [143]. В силу (3.79) при  1=r имеем 
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 ∞→=
−Λ no

n
xfxfU

C

n ),1(
)(

)();;(

1ϕ
.                          (3.80) 

Рассмотрим суммы Бохнера-Рисса  

( ) N∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑

≤

NeFc
N
kxF ikx

Nk
kN ,||1);(

||
2

2 δ
δσ  

для функции 

)(
)();;()(

1 n
xfxfUxF n

ϕ
−Λ

= . 

Учитывая, что при 
2

1−
>

mδ  средние );( xN ⋅δσ регулярны, а также, 

что из условия (3.75) при 1=r  

 
( )( )

( ) ,),1(|)(|1
1

1

1 ∞→+=
− noa

n
kn

k

ϕ
ψλ

                               (3.81) 

в силу (3.79) находим 

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
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ikx
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N efс

kN
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n
xfxfU
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|)(|

1||1
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)();;(

1||
2

2

1 ψϕ
σ

δ
δ

 

∞→=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= ∑

≤

noefc
kN

k

C

ikx
k

Nk

),1()(
|)(|

1||1
1||

2

2

ψ

δ

,  
2

1−
>

mδ .      (3.82) 

Отсюда, вследствие равенства Парсеваля получаем 

),(
|)(|

1||1)(
|)(|

1||1 2
2

1

2

||
2

2
2

1||
2

2

fс
kN

kdxefс
kN

kK k
NkT

ikx
k

Nkm ψψ

δδ

∑∫ ∑
≤≤

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≥

0>≡ constK . 
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Таким образом 0N∀ , ,0 0 NN ≤≤  

Kfс
kN

k
k

Nk

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∑

≤

)(
|)(|

1||1 2
2

1

2

||
2

2

0 ψ

δ

. 

Переходя к пределу по ∞→N , находим 

∑
∈

∞<
mZk

k fс
k||

2
2

1

)(
|)(|

1
ψ

. 

Следовательно, существует )(1 xf ψ  с суммируемым квадратом, 
)(2

1 mTLf ∈ψ , и  

∑
∈

=
mZk

ikx
k efс

k
fS

|| 1

)(
|)(|

1][ 1

ψ
ψ . 

Так как )(2
mTLf ∈∀ )()( ∞→→ NffN

δσ почти всюду, вследст-
вие (3.82) убеждаемся в ограниченности почти всюду функции 

)(1 xf ψ . На основании соотношения (3.79) будем иметь  
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−
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)1()(
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1 1
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n
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−
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎛
−= ∑

≤ ψϕ
ψλ

, ∞→n . 

Переходя к пределу при ∞→n , с учетом (3.82) получаем 
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Принимая во внимание, что 

),(
|)(|

1)(
1

1 fc
k

fc kk ψ
ψ =  

заключаем, что )()( 11
1 gcfca kk =ψ , и поэтому 1

1
ψfa эквивалентна 

1g . 
Предположим теперь, что утверждение теоремы справедливо 

0rr ≤∀ . Доказательство её при 10 += rr  получается путем примене-
ния предыдущих рассуждений к функции 

∑
=

−−Λ
r

s
ssn nxfaxfxfU S

0
)()()();;( ϕψ . 

 

§3.3. ϕ – сильная аппроксимация на классах ψ – дифферен-
цируемых функций многих переменных 

 
В данном параграфе устанавливаются оценки средних Валле-

Пуссена последовательности ϕ – отклонений прямоугольных сумм 
Фурье на классах функций )(0 mTCCψ в терминах наилучших при-
ближений их ψ – производных. 

Приведём многомерный аналог определения множества Φ (см. на-
пример, [85]). 

Пусть  mΦ – множество неубывающих и непрерывных на [ ),0 +∞  
функций )(uϕϕ = таких, что 0)( >uϕ  ,0>∀u  0)0( =ϕ  и  

 [ ] )(,1,0),()2( ϕϕϕ aauuau =∈∀≤                              (3.83) 
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[ ] )(,,0),exp()(
1

ϕϕ bbubuAu m =+∞∈∀≤ . 

Пусть, далее, );()();( ,, xfSxfxf nn µµρ −= , где );(, xfS nµ – пря-

моугольные суммы Фурье ряда (2.15) по переменных ,ix  mi ⊂∈µ . 

При m=µ ,  ),;();(, xfSxfS n

df

nm =  ),;();(, xfxf n

df

nm ρρ =  

,0 m⊂⊂ µµ ,\~
0 µµµ =  следовательно ,

~
0 µµµ kkk +=

{ }.],2;[:);(0 µµν µ ∈∈= innkkn iii  

В принятых обозначениях справедливо следующее утверждение. 

Теорема 3.9. Пусть ,mΦ∈ϕ  )1(
iψ± , ∈± )2(

iψ , ;mi∈∀  
,0 m⊂⊂ µµ  ,01 µµ ⊂   µµµ I11 =′ , µµµ \12 =  и   

∏
∈

=
2

2 ln)()(
µ

µ ψ
i

iik

df
ekckd

i
. 

Тогда )(0 mTCCf ψ∈∀   и mNn∈∀  

∑ ∑ ∏∏
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+
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21

10
)()()(|));((|)1(

µν µµ µ

µψ

µµ
µ µ

µ
µµ ψϕρϕ

nk i
inknk

i
i kdcfEKxfn

i
,   (3.84) 

где  

 i
n i

ii
ii

df

in td
t

t
nc

i

i ∫
∞

+=
)(

)()(
)2(ψ

ψψ ,                               (3.85) 

( )mdKK ,,ϕ= – постоянная, не зависящая от mNn∈ и 0CCf ψ∈ . 

Полагая в условиях теоремы 3.9 0µµ = и учитывая, что 
µµµ ⊂=′ 11 , 02 /=µ , получаем такое утверждение. 
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Следствие 3.2. Пусть mΦ∈ϕ , ∈± )1(
iψ , ∈± )2(

iψ ,

mi∈∀ . Тогда 0CCf ψ∈∀ , mNn∈∀  и m⊂∀µ  

∑ ∑ ∏∏
∈ ⊂ ∈∈
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⎟⎟
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µν µµ µ

ψ
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µ µ
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nK i
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i

i i
сfEKxfn ,  (3.86) 

)(ϕKK = – постоянная, не зависящая от mNn∈ и 0CCf ψ∈ . 

Утверждение следствия 3.1 является многомерным аналогом тео-
ремы 2.3. Некоторые важные частные случаи теоремы 3.9, а именно, 
на классах 0CCψ

β , содержатся в работе [85]. 

Доказательству теоремы 3.9 предпошлем ряд вспомогательных ут-
верждений. С этой целью обозначим через ),( µν n – произвольное 
подмножество множества ),(0 µν n , а через ir – количество элементов 
ортогональной проекции ),( µν n на i -ю координатную ось, µ∈i , и 
введём в рассмотрение сильные средние вида 

 0,);());,(;;(

1

),(
,

1~)(
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⎪
⎬
⎫
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k
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i
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µ
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µ

ρµν      (3.87) 

Лемма 3.7. Пусть  ∈± )1(
iψ , ∈± )2(

iψ  µ∈∀i , m⊂⊂ 0µτ , 

01 µµ ⊂ , τµτ I=1 , τµµ \~
1= .   Тогда 0CCf ψ∈∀  0>∀q  и 

mNn∈∀  

 ),(ln)()());,(;;(
101
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0
,

\)( µ

τµµ

ψ
µ

τµ ψτν µ kd
r
en

сfEKknxfh
i i

i
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q
i∏∑

∈⊂

≤     (3.88) 

)(qKK = – постоянная, не зависящая от mNn∈ и 0CCf ψ∈ . 

Доказательство леммы 3.7 проведем в несколько этапов. 
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Лемма 3.8. Пусть  ∈± )1(
iψ , ∈± )2(

iψ  µ∈∀i m⊂ . Тогда 
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 (3.89) 

где )(⋅µF – величина, определяемая равенством (3.25). 

Доказательство. Не умоляя общности будем считать, что 2≥q и 
{ },,....,2,1 s=µ  m⊂µ .  

Для записи представления величины )(1 ⋅F  воспользуемся пред-
ставлениями интегралов 
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2 ψ  
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2 ψ    mNn∈ , Rx∈ , 

приведенные в [112, с. 221-230]. В таком случае 
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где  

∑
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+
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k
k

kk ψ
ψθ

ψ
ψθ . 

В дальнейшем числа ia  выбираются согласно лемме А, т. е. из ус-
ловий 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈=

i

i
iiiiii k

a
tksigntksignI ,0),();;( )2()2(

2 ψψ . 
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Тогда на основании неравенства ([112, c. 236]) 
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t
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         (3.91) 

а также соотношений ([112, с. 222, 227]) 
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13 kOdttkI
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i
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ψψ =∫
≥

                        (3.92) 

 ,)()1();;( 1
)1(

11011
)1(

13 kOdttkI
R

ψψ =∫                           (3.93) 

заключаем, что все интегралы в (3.90) абсолютно сходятся. Стало 
быть );;( 11 kxgF – ограниченная функция. Точно так же ограничены 
и функции 

== );;();;( 212
}2,1{

2 kxFFkxgF  

[ ] ,);;();;();;( 2122
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S µψψµ . 

Представляя интеграл )(2 ⋅F в виде (3.90), находим 

∑
=

=
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1
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2
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j
j kxFkxFF χ  

и, с учетом (3.109), 
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На шаге s получаем
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Применяя неравенство Минковского, с учетом (3.95) имеем  
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Обозначим через σµ множество индексов координат точки µj

равных σ , 6,...,1=σ ,  U
6

1=

=
σ

σµµ . 

Рассмотрим величину )(⋅µω
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На основании неравенства Минковского (см., например, [153, с. 
178]): 
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полагая  ,\~
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Величину );;( 11
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Применяя (3.101) на шаге d , находим 
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⋅jijid

σσ . 

Принимая во внимание (3.100) – (3.102), получаем  
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Обозначим через ση множество индексов координат точки 2µj
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и продолжим ( )⋅z π2 – периодически. В силу теоремы Хаусдорфа-
Юнга [35, с. 153] находим  
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Ввиду (3.105) из (3.104) вытекает оценка 
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Согласно (3.103), (3.106), а также (3.91) – (3.93) получаем 
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ний (3.96), (3.97)
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Доказательство леммы 3.7. Используя представление (3.38), в 
силу леммы 3.3 будем иметь 
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В силу неравенства Минковского, с учетом (3.111), находим 
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Отсюда на основании лемм 3.9 и 3.10, с учетом (3.112) и представ-
ления величины ),(⋅µP  получаем неравенство (3.88) из леммы 3.7. 

Доказательство теоремы 3.9. Пусть µµµ \~
0= , 
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где предполагается, что если при некотором j  ,0);;(
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ось, µ∈i . Полагая в неравенстве (3.88) леммы 3.7 ,1=q  находим 
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В силу (3.114) из (3.113) следует  
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Для оценки правой части неравенства (3.115) приведём многомер-
ный аналог неравенства В. Тотика (2.69) (см., например, [85]): пусть 
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Тогда, если ms = , то ],0[ mz σ∈∀  

)()( zAzg ϕ≤ ,                                               (3.116) 

если же ms < , то (3.116) выполняется ],0[ mz σ∈∀ , где σ – фикси-
рованное число, а величина )(σAA =  не зависит от z, причем, в слу-
чае ],[ σσ mz∈  при ms <  величина А имеет вид: 

),( 10
sm

m

AAA −= σϕ  01 >≡ constA . 

В силу (3.116) из (3.115) выводим оценку 
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Теорема 3.9 полностью доказана. 

Замечание. Из неравенства (3.86) вытекает ряд важных оценок. 
Так, в частности, если положим ,)( uu =ϕ  то очевидным образом из 
(3.86) найдём оценку отклонений средних Валле-Пуссена кратных 
рядов Фурье, а также получим неравенство между наилучшим при-
ближением искомой функции )(0 mTCCf ψ∈ и  наилучшим прибли-
жением ее ψ – производной )(0 mTCf ∈ψ . 
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ГЛАВА IV 
СИЛЬНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ 

ФУНКЦИЙ И ИНТЕГРАЛОВ ТИПА КОШИ В ОБЛАСТЯХ 
КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ 

 
В этой главе устанавливаются  аппроксимационные свойства ве-

личин α  - средних степенных отклонений частичных сумм рядов 
Фабера в областях с кусочно-гладкой границей в терминах мажорант 
модулей непрерывности. Показывается неулучшаемость полученных 
результатов на некоторых классах функций и на множестве  таких 
областей. Находятся поточечные оценки группы отклонений сумм 
Фабера от аналитической в Ω  и непрерывной в Ω функции )(zf  в 
терминах величин  );( zfkΩ , связанных с модулем непрерывности  

функции )(zf  в замкнутой области Ω . В областях Фабера  рассмат-
риваются соотношения между α  - средними последовательности ϕ - 
отклонений интегралов  типа Коши )(zKf  и наилучшими приближе-

ниями обобщенных ψ - производных функций ))(()(* wfwf Ψ= , 

1=w . В конце главы приводятся результаты относительно аппрок-
симационных свойств сумм Валле-Пуссена в пространствах Харди. 

 
§4.1. Сильная аппроксимация аналитических функций в  

областях с кусочно­гладкой границей 

Пусть С/ - расширенная комплексная плоскость, Ω - ограниченная 
область с жордановой границей  )( Γ=Ω∂Γ , Γ∪Ω=Ω ,  

{ }1: </∈= wCwD ,  ∞D  - внешность в С/  единичного круга: 

{ }1: >/∈=∞ wCwD ,  ∞D  - замыкание  ∞D ,  { }1: == wwT  - еди-

ничная окружность, )(wz Ψ=  - функция Римана, отображающая 
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конформно и однолистно область ∞D  на область Ω/=Ω∞ \С   и  
нормированная условием 
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)(C  (см., например, [4], [27]), если для функции )(wz Ψ=  выполня-
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⎝

⎛
−=Ψ′

jr

j
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w
w

ww
α

λ  , ∞∈∀ Dw  , 

где )(wλ  - непрерывная и отличная от нуля на ∞D  функция, модуль 
непрерывности которой удовлетворяет условию Ktt ≤);(λω , где K  
- некоторая  положительная постоянная. Как известно ([24-28], [68]), 
области типа (С) включают в себя кроме многоугольников и области 
с жордановыми границами, состоящими из конечного числа дуг ок-
ружностей или аналитических дуг. 
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Будем говорить, что  Ω  - область типа )(С ′  (см., например, [4]), 
если она является областью типа (С), а числа να , r,...,2,1=ν , из оп-
ределения области типа (С) удовлетворяют условиям 

{ }jααν rj1
max   ;1max

2
1

≤≤
≥ , r,...,2,1=ν . 

Пусть  

)(][
0

zFffS k
k

k∑
∞

=

=                                            (4.1) 

- ряд Фабера функции )(zf , заданной на Ω ,             

dteef iktit −

−

−∫ Ψ
π

ππ
))((

2
1

,   k=0,1,… 

- коэффициенты Фабера функции )(zf , );( zfSn - частичная сумма 
ряда (4.1) и 

qn

k

q
k

q
n zfSzf

n
zf

1
1

0

)( );()(1);(
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=Η ∑
−

=

,  q>0.                        (4.2) 

Сначала сформулируем утверждение, содержащее оценку вели-
чины );()( zfq

nΗ  в точках границы области типа )(C′ . С этой целью 

обозначим через )(tω  - неубывающую мажоранту модуля непрерыв-

ности );( tfω  функции  )(zf  в области Ω : )();( ttf ωω ≤ . 

Теорема 4.1. Пусть Ω - область типа )(C′ , функция  

)(Ω∈ CAf  и её модуль непрерывности на Ω  имеет неубывающую 

мажоранту )(tω , для которой при некотором 21 ≤< p  и некото-

ром 12
−>

p
γ  
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∞=
−

+

+→ γ
δ

δ
δ

ρω
p

z
1
1

0

))((
lim , Γ∈z ,                                     (4.3)    

монотонно  возрастая. Тогда Nn∈∀  и ],0[1 qq ∈∀ ,  
1−

=
p

pq , в 

точке Γ∈z              

 ))(();( 11
)( 1 zKzf

n

q
n +

≤Η ρω ,                                   (4.4) 

),( γqKK = - величина, равномерно ограниченная по Nn∈ ,  
)(Ω∈ CAf . 

Доказательство. На основании стандартных рассуждений (см., 
например, [4], [26, 27]) получаем представление 

=
⎭
⎬
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π 0

2
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4

1
,                                   (4.5) 

где    

))((][][ itit eet −− ΦΨ== ζζζ ,  ])[()()( tffF −−= ζζζ , 

)(tDk  - ядро Дирихле. 

Положим       

ζ
ζ

ζζ d
z

tFFtz ∫
Γ −

−
=Ι

])[()();( . 

Принимая во внимание (4.5), в силу неравенства Минковского 
имеем  



Глава IV. Сильная аппроксимация аналитических функций 

198 | Р . А . Л а с у р и я  

 

qq
n

k

n

k
q

n dttztD
in

zf

1

1

0

1

0
2

)( );()(
4

11);(
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
Ι≤Η ∑ ∫

−

= π
+ 

)()();()(
4

11 )(
2,

)(
1,

1

1

0 1
2 zzdttztD
in

q
n

q
n

q
n

k

q

n

k Ι+Ι=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
Ι+ ∑ ∫

−

=

π

π
.                    (4.6) 

Известно (см., например, [24]), что  

))(;();( 11
zfKtz

n+
≤Ι ρω .                                  (4.7) 

В силу (4.7) имеем 

))(())(();(1
4
1)( 11

1

0
1

1

1

0

1

0
2

)(
1, zKdtzKndttzn

n
z

n

n

t

q
n

k

q
n

q
n ++

−

=

≤≤
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
Ι≤Ι ∫∑ ∫ ρωρω

π
. (4.8) 

Оценивая слагаемое )()(
2, zq

nΙ ,  представим ядро )(tDk  в виде 

kt
ttg
kttDk cos

2
1
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sin)( += . 

В этом случае  
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Введем вспомогательные функции  
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В принятых обозначениях получаем равенства 
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, 

где )(gak , )(gbk  - коэффициенты Фурье функции )(⋅g . 

Используя неравенство Минковского для сумм, имеем 
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Учитывая неравенство     

tttg ≥
2

2 ,  π<≤ t0 , 

соотношение (4.7) и условие (4.3), в силу теоремы Хаусдорфа-Юнга 
находим     
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),(22 γqKK = ,  
1−
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p

pq , Γ∈z .       

Аналогично     

))(()( 111
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2, zKzi

n

q
n +

≤ ρω , Γ∈z , ),(11 γqKK = .                      (4.11) 

Сопоставляя оценки (4.10), (4.11) и (4.9), получаем 

))(()( 11
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2, zKzI
n

q
n +

≤ ρω , Γ∈z .                              (4.12) 

Учитывая (4.8), (4.12), (4.6), а также неравенство (В.9), приходим 
к требуемому соотношению (4.4). 

Положим теперь   
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где ))(( ναα k= , Nk ∈ ,- некоторая последовательность неотрица-
тельных функций, заданных на некотором множестве. 

Теорема 4.2. Пусть выполняются все условия теоремы 4.1 и 
))(( ναα k= - последовательность неотрицательных функций  та-

кая, что при каждом фиксированном V∈ν  последовательность 
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чисел )(να k  не возрастает по индексу Nk ∈ . Тогда для любого 
Nn∈  в точке Γ∈z , определяемой равенством (4.3),  имеет место 
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Доказательство. Представляя величину (4.13) в виде 
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Теорема 4.2 доказана. 
Полагая в (4.14)  1=n , находим 
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V∈ν  , Γ∈z . 
Из неравенства (4.15) получаем оценки для достаточно широкого 

спектра α  - средних последовательности отклонений 
q

k zf );(ρ , в 
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В случае, когда  1)( ))1ln(()()( −+=== nkn n
kkk αανα , nk ≤≤1 , 

0)( =n
kα , nk > , получаем оценку для логарифмических средних 

степенных отклонений: 

Γ∈z . 

Пусть, далее, D=Ω  - единичный круг, { }1: =/∈=∂ zCzD . То-

гда  Ω - область типа (C ′ ), δρ δ =+ )(1 z  и в качестве ряда Фабера 
получим ряд Тейлора.     Положим,  
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где мажоранта )(tω  является модулем непрерывности. Тогда  из тео-
ремы 4.2 вытекает такое утверждение. 
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Следствие 4.1. Пусть модуль непрерывности )(tω  удовлетворя-
ет условиям: 
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Если последовательность неотрицательных функций  
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где 
1−

=
p

pq , ),( γqKK =  - величина, равномерно ограниченная по 

Nn∈ ,  V∈ν  и не зависит от последовательности  α . 
Доказательство. Положим    
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Ясно, что )(0 DAf C∈  и   
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В силу известного неравенства С.Б. Стечкина [122] и условия 
(4.16), получаем 

)1()1()()1;(
11

00 nKMBkn
KMfE

n
K

nf
n

k

n

k
k ωωω ≤≤≤ ∑∑

==

. 

Определим константу M  как 1)( −= KBM . Тогда   

)1()1;( 0 nnf ωω ≤ , ωΗ∈0f . 

Далее, поскольку  

)1())1
1()1(()1;( 0 nkkf

nk
n ωωωρ =+−=∑

∞

=

, 

то  

≥≥ ∑∑
∞

=∂∈

∞

=∂∈Η∈

q
k

nk
k

Dz

q
k

nk
k

Dzf
zfvzfv );()(sup);()(supsup 0ραρα

ω
 

)1()()1;()( 0 nvfv q

nk
k

q

nk
kk ωαρα ∑∑

∞

=

∞

=

=≥ . 

Замечание. Если ограничиться случаем единичного круга D , то 
соотношения (4.14) и (4.17) можно получить без привлечения условия 
(4.3).  

В самом деле, в этом случае можно воспользоваться неравенством 
(2.17) для непрерывных π2 -периодических функций, если учесть, 
что  
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Отсюда приходим к неравенству 
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Дальнейшие рассуждения проводятся по схеме доказательств не-
равенств (4.14) и (4.17). 

 

§4.2. Группы отклонений сумм Фабера в областях с кусочно­
гладкой границей 

 
4.2.1. Установим оценку скорости сходимости  группы отклоне-

ний функции  )(Ω∈ CAf  от сумм Фабера, определяемой равенством 

∑
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kknn zfv

n
zfDzfD
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);()(
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1);;();( ραα                    (4.18) 

в каждой граничной точке области  Ω  типа  )(C ′ .   
Имеет место такое утверждение. 
Теорема 4.3. Пусть Ω  - область типа )(С ′  и последователь-

ность  ))(( ναα k= , Nk ∈ , V∈ν , такова, что 0)( ≥να k  и при 
каждом фиксированном V∈ν  числа   не  возрастают по ин-

дексу . Тогда   )(Ω∈∀ CAf  при всех Nn∈  и Γ∈z  выполняется 
неравенство   

dt
t

z
n

KzfD
n
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n ∫ +≤

π ρωνα
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1 ))(()(
);( ,                                        (4.19) 

)(να k

k
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где  K - положительная величина, равномерно ограниченная по 
Γ∈z ,  Nn∈ , V∈ν ,  )(Ω∈ CAf  и не зависит от последователь-

ности α , ( ) ( )tft ;ωω =  – модуль непрерывности функции ( )zf  на 
Ω . 

Замечание. Полагая  
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2 zfS
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m
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=  

видим, что );(2 zfV m
m , Nm∈ , есть сумма Валле-Пуссена );( zfV n

pn− , 

в которой  mn 2= , mp = . Тогда  в условиях теоремы 4.3, в силу  

(4.19)  )(Ω∈∀ CAf   и Γ∈∀z  при  1)( ≡να k , V∈ν , получаем не-
равенство   

dt
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);()( .                               (4.20) 

Оценка (4.20) ранее была установлена в работе [4]. 
Доказательство теоремы 4.3. Вследствие представления (4.5)  
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Используя неравенство (4.7), находим  
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Применяя преобразование Абеля, получаем  
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С учетом (4.7) имеем 
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Вследствие (4.22) и (4.23) из (4.21) находим 
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Замечая, что  
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из (4.24) окончательно выводим   
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4.2.2. Введем в рассмотрение следующие величины 
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Ниже устанавливается поточечная оценка скорости сходимости 
ряда (4.26) в терминах величин )(zkΩ . 

Теорема 4.4. Пусть Ω  – область типа )(C ′ , последователь-
ность  ))(( vkαα = , Vv∈  неотрицательна и не  возрастает  по  

индексу k . Тогда  для любой функции  )(Ω∈ CAf  при  всех  
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где K - положительная постоянная, независящая от Γ∈z , Nn∈ , 
V∈ν , )(Ω∈ САf  и последовательности α . 

Доказательство. Заметим, что  при каждом фиксированном 
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Учитывая определение величин )(zkΩ , получаем 
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чем и завершается доказательство теоремы 4.4. 

При 1=n  из (4.27) вытекает оценка 
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Пусть выполнено условие   
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и обозначим   
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Тогда в условиях теоремы 4.4, с учетом (4.28) получаем  
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где K - величина, равномерно ограниченная по Γ∈z , Vv∈  и 
)(Ω∈ СAf . 

 
§4.3. ϕ ­ сильная аппроксимация интегралов типа Коши  

в областях Фабера 

В этом параграфе устанавливается скорость ϕ - сильной аппрок-
симации интегралов  типа Коши суммами Фабера в областях, ограни-
ченных замкнутыми  жордановыми  спрямляемыми кривыми. 

Интеграл типа Коши    

ζ
ζ

ς
π

d
z

f
i

zKf ∫
Ω∂ −

=
)(

2
1)(  

определяется своей плотностью f  и границей Ω∂=Γ  области Ω . 
Если Ψ - функция, отображающая конформно и однолистно область  

1>w  на  дополнение Ω , то функция ))(()( wfwf Ψ=∗ , как функ-

ция переменной  )1( =ww  учитывает как свойства самой функции 

)(⋅f , так  и особенности строения границы Ω∂ . Поэтому аппрокси-
мационные свойства интегралов типа Коши )(zKf  также зависят от 

)(⋅∗f . Этот факт отмечался и неоднократно использовался многими 
авторами, в частности, в монографиях В.К. Дзядыка [26], В.И. Смир-
нова и Н.А. Лебедева [99], П.К. Суетина [124] и др. Как  правило, ре-
зультаты по  приближениям  формулировались в терминах областей 
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Ω  и самих функций  )(⋅f . Ниже используется  подход, предложен-
ный А.И. Степанцом [113] в задачах приближения интегралов типа 
Коши посредством алгебраических полиномов, построенных на базе  
полиномов Фабера с помощью фиксированных Λ - методов суммиро-
вания рядов Фабера. Этот подход состоит в том, что рассматриваемые 
классы функций определяются условиями, налагаемые на функции 

∗f , и оценки приближений функций )(zKf  выражаются в явном 
виде через величины наилучших приближений обобщенных ψ - про-
изводных функций ∗f  при помощи тригонометрических полиномов. 

4.3.1. В дальнейшем будем следовать обозначениям и  определе-
ниям, принятым в [113]. Каждому интегралу типа Коши )(zK ∗ϕ   с  
ограниченной плотностью )(z∗ϕ  поставим в соответствие ряд Фабе-
ра  

)(zK ∗ϕ ~∑
∞

=0
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k
kk zFf ,                                      (4.30) 
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Пусть )(ΓpL , ∞<≤ p1 , - пространство суммируемых функций 

∗ϕ , определенных на кривой Γ , с конечной нормой  
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где Γ - длина кривой Γ , )(Γ∞L  - пространство функций, сущест-
венно ограниченных на Γ , с нормой  

,....,2,1,0=k
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ζ
ζ
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d
z
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−
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, 

ывающих к нулю 
дальнейшем, как
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орых положительн
ти функций )(tψ
 функций также 

}1  ) ≥∀≤ tK  

}∞<≤ K) , 

t
tt
−

=
)(

);(
η

ψµ

уппы отклонений

                            

);() 1 nψη= ; 

}. 

последова-
к и прежде, 
жениями на 
ных выпук-
 непрерыв-
обозначим 

t ′
. 

й   

       (4.31) 
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−=Η
)]([

1
, ));(();(

n
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knn zfzf

η

ϕ ρϕγ , 1)]([ +−= nnn ηγ ,                       (4.32) 

][α - целая часть числа α , Ω∈z , а также α - средние ϕ - отклоне-
ний 

));(()();;()(
, zfvzf k

nk
k

n ρϕααϕν ∑
∞

=

=Η ,  Ω∈z ,                            (4.33) 

где  

∑
−

=
− −=−=

1

0
1 )()();()();(

n

k
kknn zFfzfzfSzfzfρ , 

)(uϕ - непрерывная неотрицательная на ),0[ +∞  функция, 
))(( ναα k= ,  Nk ∈ , Vv∈ , - последовательность неотрицательных 

функций, заданных на некотором множестве V . 
Вопросы, связанные с аппроксимационными свойствами величин 

(4.32), (4.33) на классах +∞ Ω)(ψK  редуцируются к аналогичным во-
просам на единичной окружности величин 

∑
=

−=Η
)]([

1
, ));(();(

n

nk

i
kn

i
n efef

η
θθ

ϕ ρϕγ ,                            (4.34) 

∑
∞

=

=Η
nk

i
kk

in efvef ),);(()();;()(
,

θθ
ϕν ρϕαα                                 (4.35)  

θθθρ ik
n

k

ii
n ekfefef )(ˆ)();(

1

0
∑
−

=

−= . 

Данное замечание основывается на следующем утверждении. 
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3,с. 266]). Пусть

∞ , и кривая Γ  т

 - пространство 

Ω∈∀z   ∈⋅])[(zf

])[( ⋅z . 

озволяет сводить

+)  к изучению ве

ь +Ω∈ )(ψ
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∞
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ψ
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 21 ψψψ i+= , ψ
такова, что ∈Ψ′

Харди. Тогда  

+)(TCψ , 

ь изучение вели
еличин (4.34), (4.3

и  )(zSn - некото

+)(T . Рассмотрим

−− it
k ezS )])[(]) 1 ,

член и предполож
этом случае, как и

−− k zSzf ))()( 1 , 

)(x tgn ,  Ω∈z , 

(

,1 )()

TC

znTd − ⋅−ζ

∈21 ,ψψ , 

)( ∞Η∈ Dq , 

ичин (4.32), 
35) на клас-

орый алгеб-

м ряд 

, 

жим, что он 
известно, 

Vv∈ . 

)

,    (4.36) 
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Ω∈z , 1−ℑn –множество  функций вида 

∑
−

=
− =

1

0
,1 )(

n

k

ikt
kzn ezсT , 

∞−≤
∗∞∗ ∑ ⋅−⋅Ψ=

1
)())((inf)(

nk
kkn eE

k

τϕϕ
τ

o , 

где kτ - произвольные числа, k
k wwe =)( , т.е. ∞)(ϕnE - величина 

наилучшего приближения функции  )(⋅Ψoϕ  тригонометрическими  
многочленами порядка 1−n  в пространстве )(TL∞  существенно ог-
раниченных на T  функций с нормой 

)(sup it

t
eess ϕϕ =

∞
. 

Область C
=/
⊂Ω  называется областью Фабера, если оператор Фа-

бера 

dtzeeeefzfT itititit ))(/()()(
2
1))((

2

0

−ΨΨ′= ∫Ω

π

π
, 

определенный в пространстве ∞Η  ограниченных аналитических в 
круге D  функций f , является ограниченным. Как показано в [113, с. 
294], [121] в области Фабера для любого Ω∈z  справедливо неравен-
ство 

∞∗≤⋅ )(]))[(( )( ϕnTCn KEzhE   Nn∈∀                                          (4.37) 

при условии, что +∞∗ Ω∈= )(KKh ϕ . 

4.3.2. Перейдем к рассмотрению свойств величин (4.34), (4.35) на  
классах +)(TСψ . Сначала докажем одно вспомогательное утвержде-
ние, которое представляет, по-видимому, и самостоятельный интерес. 
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Лемма 4.1. Пусть 21 ψψψ i+=  F∈21,ψψ  и, кроме, того, вы-
полняются условия 

∞<≤
−
−

≤< K
tt
ttK

);(
);(0
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1
1 ψη

ψη
    1≥∀t .                        (4.38) 

Пусть, далее, Nkrn j ∈,, ,  ;,...,2,1 rj =  

);()(... 121 nnkkkn r ψηη =≤<<<≤ . 

Тогда  +∈∀ )(TCf ψ , 0>∀q  и θie∀  
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ρ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
≤

⎪⎭

⎪
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⎨
⎧
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=
∑ , (4.39) 

где 
q

q

q
qKqKK

1

1)(
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+==
π

, 2≥q , { }xx ln,0maxln =+ , K -

абсолютная  положительная  константа, ( ) 2
12

2
2
1 )()()( nnn ψψψ +=

. 
Доказательство. Если 1);( 1 +< nnψη , то, очевидно, 

);(),()(
,

θθ ρ i
n

iq
rn efefh = .                                    (4.40) 

В этом случае (4.39) следует из (4.40) и неравенства (см., напри-
мер, [113, с.290]) 

)()(
)()()1())((ln1);( TCnTC

i
n fEnnnef ψθ ψη

π
ρ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ο+−≤ + ,           (4.41) 

);()( 1 nn ψηη = ,  Nn∈ . 

Далее считаем  1);( 1 +≥ nnψη . Воспользуемся представлением ([113, 
с. 275, 282], [121]) 
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где  )()();( 1
ττψτψδ i

n
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В качестве полинома )(1 ⋅−nT  выбираем полином )(1 ⋅−
∗
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Замечая, что  

r
kk

fEefd jj
TCn

i
nk j

−
≤ − )(

ln)();( )(
1

,

η
π ψθψ , 

с учетом оценок (см., например [112, с. 377]) 
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111 =′+ qq . 

Таким образом, с учетом (4.46) находим 
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n fEqefU ψθ
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Принимая во внимание (4.47), (4.45) и (4.43) приходим к  утвер-
ждению леммы. 

Замечание. Поскольку равенство (4.42) выполняется также в слу-
чае, когда  1

2 ));(( −−= nnan ψη , лемма 4.1 справедлива и тогда, когда  

),;()( 2 nn ψηη =  1)];([ 2 +−= nnn ψηγ . Более того, как показано в 
[112, с. 378, 393], если F∈21,ψψ  и выполнено условие (4.38), то  

F∈ψ  и найдутся такие константы  21, KK , что  

2
1

1 );(
);(

K
tt
tt

K ≤
−
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≤<Ο
ψη
ψη

 ,   1≥∀t , 

2
2

1 );(
);(

K
tt
tt

K ≤
−
−

≤<Ο
ψη
ψη

 , 1≥∀t . 

Отсюда следует, что (4.42) будет выполняться и тогда, когда  
1)1);( −−= nan ψη . На этом основании приходим к выводу, что  лем-

ма 4.1 справедлива и тогда, когда  );()( nn ψηη = ,  

1)];([ +−= nnn ψηγ . 

Имеет место следующее утверждение. 
Теорема 4.5. Пусть 21 ψψψ i+= , F∈21,ψψ  и, кроме того, вы-

полняется условие (4.38). Тогда,  если Φ∈ϕ , то +∈∀ )(TCf ψ  и  
θie∀  

))()(();( )(, TCn
i

n fEnKef ψθ
ϕ ψϕ≤Η ,                         (4.48) 

где  );()( 1 nn ψηη = , 1)];([ 1 +−= nnn ψηγ , )(ϕKK = – постоянная, 

не зависящая от θieNn ,∈   и +∈ )(TCf ψ . 

Доказательство. Если 0)( )( =TCn fE ψ , то  )()( 1 ⋅=⋅ −nTf  и  
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θθ i
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nk eTeTS −− =  nk ≥∀ . 

Тогда в силу определения множества Φ  неравенство (4.48) ста-
новится очевидным.  

Пусть  0)( )( >TCn fE ψ , )()()( TCnn fEn ψψβ = . Если 

1);( 1 +< nnψη , то 

));(();(,
θθ

ϕ ρϕ i
n

i
n efef =Η . 

Отсюда с учетом  неравенства (4.41) и свойств функции  Φ∈ϕ  
получаем 

)();(, n
i

n Kef βϕθ
ϕ ≤Η . 

Выберем  Np∈  так, чтобы pK 2< . Поскольку  0lim =
∞→ nn
β , су-

ществует Nn ∈0  такое, что для любого 0nn >  

{ }11 )2(,2min −+−< abp
nβ . 

Из определения множества Φ  заключаем, что  

)()2()( n
p

n
p

n aK βϕβϕβϕ ≤≤ , 1<nβ , 0nn > . 

Откуда  

)();(, n
pi

n aef βϕθ
ϕ ≤Η ,  0nn > ,  )(ϕaa = . 

Если же 0nn ≤ , то (4.48) достигается за счет соответствующего 
выбора константы. 

Пусть 1)( +> nnη ,  0nn > , );()( 1 nn ψηη =  и положим 

{ }n
i

knn efnnkB σβρβση θθ
σ ≤≤−∈= );()1(:)](,[, ,  N∈σ , 

θ
σµ ,n - количество всех элементов множества  θ

σ,nB . Поскольку функ-

ция )(nϕ  не убывает, то   
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−≤ ,  1)]([ +−= nnn ηγ ,                       (4.49) 

где предполагается, что если при некотором  N∈σ   { }0, /=θ
σnB , то 

∑=
θ
σ,

0
nB

.  Пусть 1, ≥θ
σµn , jk - все элементы множества θ

σ,nB . Тогда, 

используя неравенство (4.39) леммы 4.1, в котором  θ
σµ ,nr = , 1=q , 

получаем 

C
nn e

σθ
σ γµ −
≤

1
, ,                                                 (4.50) 

где С- константа при величине 

)()()()(ln TCn fEn
r

nn ψψη −+  

в соотношении (4.39). 
Вследствие неравенства (2.69) и соотношений (4.49), (4.50) при-

ходим к утверждению теоремы.  
Следующее утверждение содержит оценку величины  

);;()(
, αθ
ϕ

in
v efΗ , определяемой равенством (4.35). 

Теорема 4.6. Пусть 21 ψψψ i+= ,  F∈21,ψψ  и выполняются 
условия (4.38). Тогда, если Φ∈ϕ  и последовательность 

0)( ≥= vkαα , Vv∈ , такова, что для любого Vv∈  числа 

)()( kvk ψα  не возрастают, то  +∈∀ )(TCf ψ   θie∀  и Vv∈∀  
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где  )(ϕKK =  – постоянная, не зависящая от Nn∈ , Vv∈ , θie   и 
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Известно (см., например, [112, с. 393]), что 
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Если Ij∈ , то в силу того, что ([112, с. 377]) 

))(()( jj nnKkk −≤− ηη  )](,[ jj nnk η∈∀    )( F∈ψ  

находим 

12)()1)](([)( KKKKnnKkk
df

jjj =≤∆=+−<− ∗ψηη , 

т.е. 1)( Kkk <−η . В этом случае, вследствие неравенства (4.41) и 
свойств функции Φ∈ϕ , получаем 

≤≤ ))()(());(( )(2 TCk
i

k fEkKef ψθ ψϕρϕ  

))()()((3 TCfEkK k
ψψϕ≤ . 

Откуда 

∑
=

≤
)]([

)(4 ))()(()();(
j

j

j

n

nk
TCkk

i
n fEkvKefJ

η
ψθ ψϕα ,  Ij∈∀ . 

Таким образом  

     ∑∑
∞

=∈

≤
nk

TCkk
i

Ij
n fEkvKefJ

j
))()(()();( )(4

ψθ ψϕα .            (4.54) 

Пусть ∗∈ Ij . Тогда с учетом (4.52) будем иметь 

)()(2 1 ψψ −∗∗ ∆≤∆< jj KK . 

Отсюда  2)(1 >∆ − ψj , т.е. 21)]([ 11 >+− −− jj nnη , 

111 1)]([ −−− >+> jjj nnnη    )])([( 1−= jj nn η . Поэтому   

)(1 11 −− ≤<+ jjj nnn η .                                    (4.55) 

Далее, поскольку числа )()( kvk ψα  не возрастают, то 

)]]([,[ jj nnk η∈∀  и Vv∈∀  
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k
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v j

ηψ

ψα

ψ
ψα

α )(2
))((

))(()(2
v

n

nv
j

j

n
j

jn
α

ηψ

ηψα
= .      (4.56) 

Согласно неравенству (4.48), с учетом (4.56) получаем  

 ≤≤ ∑
=

)]([

));(()(2);(
j

j

jj

n

nk

i
kn

i
n efvefJ

η
θθ ρϕα  

    ))()(()()( )(TCnjjn fEnvK
jj

ψψϕψα ∆≤ .                           (4.57)  

Принимая во внимание (4.52), из (4.57)  следует 

≤∆≤ − ))()(()()();( )(11 TCnjn
i

n fEnvKefJ
jjj

ψθ ψϕψα  

∑
−

−=

≤
)]([

)(2

1

1

))()(()(
j

j

j

n
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TCkn fEkvK

η
ψψϕα .                                      (4.58) 

Далее )]]([,[ 11 −−∈∀ jj nnk η   Vv∈∀  

=≤≤
−

−
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)()(

)(
)()(

)(
1

1

j
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j

k
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n
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j ηψ
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)(2
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1

1 v
n
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k

j

jk α
ηψ

ηψα
==

−

− .                            (4.59) 

Из (4.58) в силу (4.59) вытекает неравенство 

∑
−

−=

≤
)]([

)(3

1

1

))()(()();(
j

j

j

n

nk
TCkk

i
n fEkvKefJ

η
ψθ ψϕα .                         (4.60)  

Если в сумме  ∑
∗∈Ij

 содержится слагаемое с индексом 0=j , то, 

выделяя  его отдельно, из (4.60) получаем 
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{ +−≤∑
∗∈

))()(())()(();( )(4 TCnn
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i
nj fEnnnvKefJ ψθ ψϕηα  

{ }
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⎪⎭
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−∈ =

))()(()( )(
0\

)]([ 1

1

TCk
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{ +−= ))()(())()(( )(4 TCnn fEnnnvK ψψϕηα  

⎭
⎬
⎫

+∑
∞

=nk
TCkk fEkv ))()(()( )(

ψψϕα .                           (4.61) 

Объединяя оценки (4.61), (4.54) и (4.55) приходим к требуемому 
соотношению (4.51). 

Из полученных выше результатов с учетом предложения А и не-
равенства  (4.51) непосредственно следуют такие утверждения. 

Лемма 4.2. Пусть  21 ψψψ i+= ,  F∈21,ψψ  и выполняются ус-
ловия (4.38). Пусть, далее,  Nkrn j ∈,, ,  ,,...,1 rj =   

);()(... 121 nnkkkn r ψηη =≤<<<≤ . 

Тогда, если C/⊂Ω
=/

- область Фабера, то +∞ Ω∈∀ )(ψKf  

)( ∗= ϕKf , 0>∀q  

∞∗
+

Ω∈
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
≤ )()()()(ln1);(sup )(

, ϕψη
π n

q
rn

z
EnqK

r
nnzfh .                  (4.62) 

Теорема 4.7. Пусть 21 ψψψ i+= ,  F∈21,ψψ , Φ∈ϕ  и выпол-
няются условия (4.38). Тогда, если C/⊂Ω

=/
- область Фабера, то 

+∞ Ω∈∀ )(ψKf  )( ∗= ϕKf , Nn∈∀  

))()(();(sup , ∞∗
Ω∈

≤Η ϕψϕϕ nn
z

EnKzf ,                         (4.63) 
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)(ϕKK = - постоянная, не зависящая от Nn∈ ,  Ω∈z   и 

+∞ Ω∈ )(ψKf . 

Теорема 4.8. Пусть 21 ψψψ i+= , F∈21,ψψ  и выполняются ус-
ловия (4.38). Тогда,  если Φ∈ϕ , )0)(( ≥= vkαα ,  Vv∈ ,  такова, 

что для  любого Vv∈  числа  )()( kvk ψα  не  возрастают, C/⊂Ω
=/

- 

область Фабера, то +∞ Ω∈∀ )(ψKf   )( ∗= ϕKf  и Nn∈∀  

{ +−≤Η ∞∗
Ω∈

))()(())(()();;(sup )(
, ϕψϕηααϕ nn
n

v
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EnnnvKzf  

⎭
⎬
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+∑
∞

=
∞∗

nk
kk Ekv ))()(()( ϕψϕα ,   );()( tt ψηη = ,                       (4.64) 

где )(ϕKK =  – постоянная, не зависящая от Nn∈ , Vv∈ , 

+∞ Ω∈ )(ψKf , и от  последовательности α . 

Полагая в (4.64) 1=n , в условиях теоремы 4.7 будем иметь 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤ ∑∑
∞

=
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В частности, если  NV
df
=  и  

⎩
⎨
⎧

>
≤≤

===
−

 ,     ,0
;1  ,

)()(
1

)(

nk
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nv n
kkk ααα  

то в условиях теоремы 4.7 имеем 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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k
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z
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))()((1));((1sup ϕψϕρϕ , )(ϕKK = .  

Используя представление ([см., например, 113, с. 273]) 

)(111 )()1();()();(
TCn

i
nn

i
k TfneTfSnef −−− −Ο+−−= ψθψθ ψψρ , 
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действительных переменных mm yxyx ,;...;, 11 , где jjj yxz +=  

( )mj ,...,1= . Положим по определению 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂
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∂
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+
∂
∂

=
∂
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jjj y
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x
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z
f

2
1

. 

Функция ( )zff =  называется голоморфной в mD , если 

0=
∂
∂

jz
f ( )mj ,...,1=  в каждой точке mD . 

Обозначим ( )mDHol  множество всех функций, голоморфных в 
mD , а через ( )mDH1  – пространство Харди, которое состоит из всех 

функций ( ) ( )mDHolf ∈z , удовлетворяющих условию 

( ) ( )∫ ∞<=
<< mT

df
dff wwsup

10
1

σρ
ρ

 

где ( )m

df
ww ρρρ ,...,w 1=  и m

df
σσ =  – нормированная мера Лебега на 

( )( )1=mm TT σ . Пусть функция ( )mDHolf ∈  и  

( )∑
+∈ mZ

kf
k

zk
)

, mk
m

k
df

zz ...z 1
1

k =                                  (4.67) 

– её кратный ряд Тейлора. 
Обозначим через ( )fSn

∆ , ( )fV pn
∆
, , np ≤≤0  и ( )fn

∆σ  соответ-
ственно треугольные частные сумы, суммы Валле-Пуссена и суммы 
Фейера порядка n, 1

+∈Zn , ряда (4.67), т.е. 

( )( ) ( ) ( )( )∑ ∑
≤ =

∆ ==
n

n

v
v

df

n fFffS
k 0

k zzkz
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где 
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Ясно, что ( ) ( )fSfV nn
∆∆ =0, , ( ) ( )ffV nnn

∆∆ =σ, . 

В одномерном случае символ ∆  употребляться не будет. 

Пусть np ≤≤0 , 1
+∈Zn . Положим 

∑
= +

=
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+
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,
, 1

11
. 

Из результатов работы [94] и известных соотношений для сумм 
Валле-Пуссена функций одной переменой следует, что для любого 

Nm∈  и ( ) ( ) ∞→= nnоnp   , , 

( ) ( )

( )
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где ( )1O  – величина, равномерно ограниченная по n . Отсюда легко 
получить соотношение 

( ) .0   ,
1
1ln

1
1 2

1, ≥>∀⎟⎟
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⎜⎜
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p
nOfV

k pk

n
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Ниже показывается, что показатель степени 2 может быть от-
брошен. Более того показывается, что такая оценка является характе-
ристической для пространства Харди. 
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Теорема 4.10. Пусть Nm∈  и ( ) ( )mDHolf ∈z . Следующие 
утверждения равносильны 

1) 1Hf ∈ , 

2) ( ) ∞<
+∑

=

∆

≥∈ + 1
,

, 1
11supsup

1

n

pk
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pnpnZp
fV

kA
,                                                     

(4.68) 
3) Для некоторо ( ) ∞<∈ ∆

≥
+ 1,
1 sup fRZp pn

pn
.                   (4.69) 

Замечание. В доказательстве импликации 1) ⇒2) будет показа-
но, что существует константа С такая, что ( ) NmDHf m ∈∈∀   ,1 ,  

( )

⎪
⎪
⎩
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k pk

n

pk  ,
1

1

0 ,
1
2ln

1
1

11, .                          (4.70) 

Пусть ( )mTL1  – пространство суммируемых на mT  функций 
( )zff =  с нормой 

∫=
mT

L
dff σ

1
 

и 

( ) ( ) ( ) ( )
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⎪
⎬
⎫
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⎨
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m ZdfTLfTH k  0www: k
11 σ . 

Исходя из теоремы 4.10 будет установлено утверждение, кото-
рое является интересным с точки зрения суммируемости рядов Тей-
лора. 

Теорема 4.11. Пусть Nm∈ , ( )mDHf 1∈  и ( ) nnp ≤≤0 . То-
гда  

( ) ( )
( ) ( ) 0

1
11lim

1,
,

=−
+

∆

=
∞→ ∑ fVf

kA npk

n

npknpn
n

.                                (4.71) 
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и, вследствие последнего, 
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∞→ ∑ .                              (4.72) 

Следствие 4.2. Пусть  Nm∈ , ( )mDHf 1∈  и ( )npp = , 
Nn∈  – последовательность целых чисел таких, что ( ) nnp ≤≤0 . 

Тогда  
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fRf npnn
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Действительно, 
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Следствие 4.3. Пусть  Nm∈  и ( )mDHf 1∈ . Тогда 

( ) 0lim
1
=− ∆

∞→
fSf nn

.                                       (4.73) 

В самом деле, пологая в теореме 2 ( ) 0=np , Nn∈ , получаем 
соотношение 

( ) 0
1

11lim
1

00,

=−
+

∆

=
∞→ ∑ fSf

kA k

n

kn
n

 1Hf ∈∀ ,                  (4.74) 

откуда и следует (4.73). 
Соотношения (4.70) и (4.74) в случае, когда 1=m , 0=p  

можно найти в [102]. Эти же соотношения содержатся как частный 
случай в основных результатах работ [7, 8]. Теоремы 4.10, 4.11 и их 
следствия для частичных сумм kS  в одномерном случае – это ре-
зультаты работы Pavlovic M.A. (publ. L'Institut Mathem. Nouvelleserie. 
– 1995. – 58 (72). – p. 149-152). 
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В случае 2=m , 0=p  аналогом (4.70) является соотношение 
установленное в [142]: для данного 0>α  существует константа αC , 
зависящая только от α  и такая, что 1Hf ∈∀  
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где ( )( ) ( ) 21

1 2
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0 0
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)
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ма ряда (4.67) и ( ){ }αα
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. 
Соотношение (4.75) в общем случае, когда 2≥m  для квадрат-

ных частичных сумм 
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, Nn∈ , следует из результатов работы [9]. 
4.4.2. Для доказательства теоремы (4.10) понадобится такая 
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Доказательство. Хорошо известно, что  

∑
∞

=

+=
− 1

1
1
1

k

k
k x

x
α  1Dx∈∀ ,                                (4.76) 

где 
( )
( )!!2

!!12
k

kdf

k
−

=α , Nk∈ . 

С помощью тождества  
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и равенства (4.76) получим разложение 
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Используя равенство Парсеваля, получаем 
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−
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Оценка интеграла ( )1
0

+Ι pρ  хорошо известна (см., например, 
[124, с.219]): 

( ) 1

1

1
1

0 1
1ln1

+

+

+
+

−
+

<Ι p

p

p
p

ρ
ρ

ρ
ρ . 

Очевидно также, что  
( )

( ) 1...1
1

1 22
2

12

+<+++=
−

− +

pp
p

ρρ
ρ

ρ
. 

Эти соотношения в сочетании с установленными выше приво-
дят к утверждению леммы. 

Доказательство теоремы 4.10. 1) ⇒ 2). Зафиксируем ( )1,0∈ρ , 
mD∈z  и рассмотрим функцию CDg /→1: , определяемую правилом 
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( ) ( ) ( )
( )( )2
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wwfwg
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−
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+

, 1Dw∈ .                          (4.77) 

Покажем, что 1Dw∈∀  
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k
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p
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Для этого заметим, что для любой функции ( )1DHolh∈  
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и 
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= σσ .            (4.80) 

Действительно, если  

( ) ( )∑
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=
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kwkhwh
)

 1Dw∈∀ , 

то по правилу умножения степенных рядов 
( )
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что и доказывает (4.79). Равенство (4.80) легко получить исходя из 
определения сумм pnV ,  и nσ . 

С помощью равенства (4.79) и (4.80) имеем 

( )
( )( )

=
−+

− +

2
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11
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wp
wwh

p
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= σ  1Dw∈∀ . 

Отсюда легко получить равенство (4.78), полагая ( ) ( )wgwh z= , 
и учитывая то, что  

( ) ( )( )∑
∞

=

=
0

zzw
k

k
k wfFg  1Dw∈∀ , mDz∈∀ . 

Понятно, что функция g , определенная правилом (4.77), явля-

ется голоморфной в замкнутом круге 1D , а также, принадлежит к 1H . 
Учитывая разложение (4.78), применим к функции g неравен-

ство Харди (см. напр., [16, с.98]) 
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p
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Первую сумму в этом соотношении положим равной нулю при 
0=р . Отсюда pn ≥∀ вытекает неравенство 
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откуда в свою очередь следует оценка 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∑ Ι≤
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+
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. 

Применяя к интегралу ( )ρpΙ  лемму, доказанную выше, полу-
чим оценку 

( ) 1
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111, 1
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1
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π .                    (4.81) 
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Поскольку ( ) ( )
11, ffV ppp

∆∆ = σ , то в соответствии с теоремой 

Ландау-Фейера, по которой 1
1
≤pσ , и с теоремой 1 работы [94] 
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1 ffV
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Таким образом, имеем оценку 
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Первые две слагаемые в сумме, стоящей в левой части (4.81), 
ограничены для всех 1

+∈Zp . Вследствие этого далее считаем, что 

2+≥ pn . Для данного 2  , +≥ pnn , полагая 2

11
n

p +
−=ρ , оценим 

правую часть соотношения (4.81): 
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Здесь были использованы те факты, что последовательность 

( )na , 
1

2

2

1
,...,2

++

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=+=
pn

n pn
napn  

монотонно возрастает и является ограниченной сверху числом 2e . 
Объединяя оценки (4.81) – (4.84), получим 
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где С – константа независящая от n и р. 
Поскольку  
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и в силу (4.82), (4.83), (4.85) вытекает (4.68). 
2) ⇒3). Эта импликация очевидна.  
3) ⇒ 1). Пусть  ( )mT  – борелевская σ -алгебра подмножеств mT . 
Напомним, что комплекснозначным зарядом называется конечная 
комплексная σ -аддитивная функция µ , определенная на   ( )mT  и 
такая, что ( ) 00 =/µ . 

Пусть ∈E  ( )mT  и ( )EC  – банахово пространство непрерыв-

ных комплекснозначных функций f на Е с нормой ( ) ( )zmax
z

ff
EEC ∈

= . 

Через ( )Eµ  будем обозначать вариацию заряда µ  на ∈E  

( )mT  и .будем под этим понимать норму линейного функционала 

( ) ∫=Φ
E

df
fdff µµa , ( )ECf ∈ . 

Если mTE = , то ( ) ( )mTE µµ =  – полная вариация заряда µ . 
Пусть p  – параметр, для которого выполняется (4.69). Поло-

жим 

( ) ( )( ) ( )ww, σµ dfRE
E

pn

df

n ∫ ∆= . 
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Условие (4.69) обеспечивает равномерную ограниченность ва-
риации суммы абсолютно непрерывных относительно меры Лебега 
зарядов ( )nµ , ,...pn = , 

( ) ( ) ∞<=≤ ∆

≥≥
KfRT

df

pn
pn

m
n

pn 1,supsup µ .                             (4.86) 

Будем рассматривать заряды nµ  как элементы сопряженного к 

( )mTC  пространства ( )mTC * . Это корректно по теореме Ф. Рисса 
(см., напр., [155 с. 112]) об общем виде непрерывного линейного 
функционала в ( )mTC . 

В этом смысле, согласно (4.86), семейство функционалов ( )nµ , 

,...,2,1=n  принадлежит кругу радиуса К пространства ( )mTC *  и, по-
скольку этот круг является компактом в слабой топологии ( )mTC *  
(см.. напр., [155 с. 223]), то найдется последовательность функциона-
лов ( )

jnµ , ,...,2,1=j  которая будет слабо сходиться к некоторому 

функционалу µ , то есть ( )∞→→ j
jn µµ . В терминах зарядов, 

опять таки по теореме Ф. Рисса, последнее означает, что 
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j
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Покажем, что предел в левой части этого соотношения равен 
( )lf
)

. В силу преобразования Абеля, находим 
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Для всех ( ) 2,max  , ++≥ pplnn , где l=l  
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Поскольку ( ) 1→lnα  при ∞→n , то соотношение (4.87) при-
нимает вид 

( ) ( )( ) ( ) ( )wwwwwliml l
,

l ∫∫ == ∆

∞→
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TT
pnj

ddfRf µσ
)

. 

Отсюда  

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫
+∈

==
m mZ T

dCkff
k

k wz,wzz µ
)

 mDz∈∀ , 

где 

( ) ∏
= −

=
m

j jj

df

zw
C

1 1
1z,w , 

то есть голоморфная функция f представляется интегралом типа Ко-
ши-Стильтьеса заряда µ . 

Поскольку 
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( ) 0wwl =∫
mT

dµ  mZ+∉∀l ,                                       (4.88) 

то по теореме братьев Рисс (см., напр., [97, теорема 5]) заряд µ  явля-
ется абсолютно непрерывным относительно меры Лебега, то есть су-
ществует суммируемая на mT  функция h такая, что  

( ) ( ) ( ) ( )∫=
mT

dChzf wz,ww σ  mDz∈∀ . 

Условие (4.88) позволяет утверждать ([97]), что с другой сторо-
ны  

( ) ( ) ( ) ( )∫=
mT

dPhf wz,wwz σ , 

где 
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В силу хорошо известного факта   
( ) ( )

1
z hzdf

mT

≤∫ σρ  ( )1,0∈∀ρ , 

то есть 1Hf ∈ . 
Теорема доказана.  
Доказательства теоремы 4.11. Докажем  сначала частный слу-

чай, когда ( ) nnp = . При этом ( ) ( ) ( )ffV nnpn
∆∆ =σ,  и соотношение 

(4.71) принимает вид 
( ) 0lim

1
=− ∆

∞→
ff nn

σ                                     (4.90) 

Это соотношение хорошо известно при 1=m . 
В многомерном случае доказательство (4.90) можно свести к 

одномерному случаю с помощью таких рассуждений. 
Рассмотрим функцию одной переменой 

( ) ( )wfwh
df

zρ= , 1Dw∈ , mTz∈ , ( )1,0∈ρ  



Сильная суммируемость рядов Фурье и аппроксимация функций 

243 | Р . А . Л а с у р и я  

 

Используя известную технику оценивая одномерных интегра-
лов с дельта-образными ядрами (см., напр.. [23, с. 37]), получаем  
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Теперь 0>∀ε и ( )1,0∈ρ  найдется такое ,0>δ  что 
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Вследствие того, что  
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отсюда вытекает (4.90). 
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        Равенство (4.90) , кроме этого означает, что множество алгебраи-
ческих многочленов является плотным в .1H  
         Поскольку соотношение (4.71) выполняется для любого алгеб-
раического многочлена, то вследствие плотности многочленов в 1H  
оно будет выполняться и для любой функции из .1H  Действительно, 
для любого алгебраического многочлена NP  по теореме 4.10 

 

( ) ( )
( ) ( ) =−

+
∆

=
∑ 1,

, 1
11 fVf

kA npk

n

npknpn

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ≤−+−+−

+
= ∆

=
∑ 1,,

, 1
11 fPVPVPPf

kA NnpkNnpkNN

n

npknpn

 

( ) ( )
( ) ( ) .

1
11

11,
,

1 NNnpkN

n

npknpn
N PfCPVP

kA
Pf −+−

+
+−≤ ∆

=
∑  

 
Теорема доказана. 
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